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Resumen

En la presente investigacion, se estudia el modelo d-HMF propuesto por Cu-
rilef y Atenas [1], un modelo de campo medio con interacciones de largo alcance
inspirado en la interaccion dipolo-dipolo, cuyo nombre se debe a su similitud con
el modelo HMF (Hamiltonian Mean Field model). Dentro de los desafios de esta
tesis se destaca la resolucion del modelo d-HMF en los ensambles candénico y mi-
crocanoénico y la descripcion analitica y numérica de la funciéon de distribucion del
sistema. Este modelo ha sido estudiado tanto en el equilibrio como fuera de este.
En el equilibrio se han encontrado soluciones analiticas para la energia interna por
particula y la temperatura mediante el empleo de los procedimientos estandar de
la mecanica estadistica como lo son el calculo de la funcién particiéon en el ensam-
ble canodnico y el calculo del ntimero de microestados accesibles en el ensamble
microcanénico. Los resultados indican que existe una equivalencia de ensambles
entre el candnico y microcanénico. También, se calcula la funcion de distribucion
de equilibrio de Boltzmann-Gibbs (BG) de este sistema, la cual coincide con los re-
sultados analiticos de los ensambles canénico y microcandnico, por lo que el estado
de equilibrio del modelo ha sido descrito completamente. A pesar de que el estado
de equilibrio presenta varias anomalias discutidas en la literatura reciente, nuestro
proposito se centra en describir los estados de estacionarios de evolucion de cortos
tiempos comparados con los tiempos que involucra el equilibrio. En cuanto a la di-
namica del sistema fuera del equilibrio, se estudian los estados cuasi-estacionarios
Quasi-Stationary-States (QSS) presentes en este sistema. Mediante simulaciones
de dinamica molecular se encuentran dos tipos de estados QSS fuera del equilibrio.
Para su descripcion, se utiliza una combinacion de dos técnicas; los métodos de la
dindmica molecular y soluciones estacionarias de la ecuacion de Vlasov asociadas a
las ecuaciones de movimiento del sistema. A partir de las simulaciones de dinami-

ca molecular, se obtienen datos relevantes de la dindmica como la energia interna,



cinética y potencial por particula, la magnetizacion, las distribuciones marginales
en los momentos y en las orientaciones. Ademas, se obtiene una ley de potencia
para el tiempo de duraciéon del segundo estado QSS. Desde el punto de vista anali-
tico se encuentran soluciones estacionarias de la ecuacion de Vlasov para describir
los estados QSS observados con la dinamica molecular. Las soluciones estacio-
narias ensayadas en esta tesis, corresponden a funciones de distribuciéon del tipo
g-exponencial. En particular, se encuentra que una de estas soluciones describe de
manera muy precisa las distribuciones marginales de los momentos y las orienta-
ciones de uno de los estados QSS hallados con la dindmica molecular. Asimismo, se
establece una transformacion matematica que vincula los parametros de la funcién
g-exponencial utilizada como solucion de la ecuacion de Vlasov con los parametros
de la estadistica de Tsallis. Por tltimo, se encuentran las distribuciones margina-
les analiticas generales en los momentos y las orientaciones, siendo la distribucion
marginal en las orientaciones una expresion integral sin primitiva, mientras que la

distribucién marginal en los momentos tiene una expresion matemética definida.



Estructura de la Tesis

En el capitulo 1, se describe el marco teérico que sustenta esta tesis y se da una
vision general de la metodologia utilizada en mecanica estadistica y en particular
en esta tesis. En el capitulo 2, mostramos los resultados més interesantes del mo-
delo HMF, tanto en el equilibrio (soluciones analiticas) como fuera del equilibrio
(presencia de estados QSS), que vienen de la ecuacion de Vlasov, y las estadisticas
de Tsallis y Lynden-Bell. En el capitulo 3, definimos el modelo d-HMF, deriva-
mos las ecuaciones de movimiento y mostramos los resultados de simulaciones de
dindmica molecular. Asimismo, se describe la dinamica de este sistema fuera del
equilibrio, en donde se observa la presencia de los estados QSS. En el capitulo
4, se muestran en detalle los célculos analiticos en los ensambles canénico y mi-
crocanodnico de las soluciones de equilibrio del sistema, cuya obtencién se basa en
los procedimientos estandar de la mecanica estadistica: el calculo de la funciéon
de particion canonica y el conteo de microestados accesibles microcanénico. En el
capitulo 5, se obtiene la funcién de distribucién de equilibrio de BG y de la ecua-
cion cinética de Vlasov se obtienen las expresiones analiticas de las funciones de
distribucion que describen los estados cuasi-estacionarios presentes en el modelo.
Por ultimo, se obtiene una transformacién que permite conectar la estadistica de
Tsallis con las soluciones de la ecuacién de Vlasov. Finalmente, en el capitulo 6,
se comentan los principales resultados de este trabajo resaltando las principales

conclusiones y posibles trabajos futuros a desarrollar a raiz de esta tesis.
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Capitulo 1

Introducciéon

1.1. Comentarios generales y motivaciéon

En la fisica tedrica se proponen modelos matematicos con el fin de explicar
la realidad. Algunos son tan simplificados que so6lo pretenden capturar aspectos
significativos de alguna realidad fisica; sobre todo, cuando se trata de analizar
procesos y situaciones complejas. Modelos que no pretenden capturar la realidad
con algin grado de aproximacion, pueden ser llamados modelos mateméticos; pero
no de la fisica o alguna ciencia practica.

Los sistemas fisicos reales constituidos por un gran niimero de particulas suelen
albergar un nimero considerable de interacciones que lo forman, las cuales se
pueden clasificar segtin la distancia en que actiian, en interacciones de corto y de
largo alcance.

Las interacciones de corto alcance suelen aparecer con mayor abundancia en
sistemas nanoscopicos mientras que las de largo alcance actiian principalmente en
sistemas a escala astrofisica, sin embargo, a escala mesoscopica estas interaccio-
nes suelen competir fuertemente para gobernar la dindmica y termodinamica del
sistema dando origen a las propiedades macroscopicas de los materiales.

En esta tesis estamos interesados en estudiar las propiedades termoestadisticas

15



de un tipo de sistema cuyas interacciones son de largo alcance, el asi llamado
modelo d-HMF propuesto por Curilef y Atenas [1].

El modelo d-HMF es el primer modelo que considera el potencial dipolar eléc-
trico para describir una dindmica de muchos dipolos. Si bien es un modelo simple,
este presenta una transicion de fase continua del tipo para-ferromagnética. Su es-
tudio atn es preliminar, ya que hasta el momento solo se ha resuelto la version
unidimensional en el marco de la aproximacién de campo medio.

Debido a que el modelo d-HMF se inspira directamente en sistemas reales,
y presenta un comportamiento macroscopico no trivial, podria ser utilizado en
diversas aplicaciones, ya que tanto en el area de la biologia, quimica como de la
tecnologia, existen sistemas formados por dipolos eléctricos (enlaces id6nicos) tales
como NaCl, HCI, LiF, CaNO3", MgO, SiO2, NO3~ etc, los cuales, ademas son
abundantes en la naturaleza y esenciales tanto para el metabolismo de los seres
vivos, asi como en la elaboracién de materiales de uso industrial. En los tltimos
anos la caracterizaciéon de rotores y motores moleculares ha causado gran interés
en la comunidad cientifica, pues constituye un aporte sustancial en la comprension
del funcionamiento de los organismos microscopicos que permiten la vida. Esta
es una de las motivaciones del presente estudio. Recientemente se han realizado
varios trabajos que concluyeron en la creacién de los primeros motores moleculares
artificiales [2-5|, en los que mediante campos eléctricos y magnéticos se ha logrado
generar movimientos de traslacion y rotaciéon de moléculas. Con la tecnologia actual
por ejemplo, se pueden controlar bancos de células (bacterias) mediante el uso de
estas técnicas [6].

Asimismo, varios estudios teéricos clasicos han sido desarrollados para modelar
el comportamiento de cargas eléctricas sometidas a campos eléctricos y/o magné-
ticos [9-14], los cuales nos han mostrado la diversidad de movimientos posibles
para distintas condiciones iniciales. En el ambito de la tecnologia, estos estudios se

han utilizado para crear un aparato llamado cortina eléctrica (FElectric curtain
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device) [8-14|, que sirve para aislar pequenas particulas en su interior mediante
el uso de campos eléctricos. De ahi la importancia de estudiar sistemas formados
por dipolos eléctricos en presencia de campos eléctricos y/o magnéticos. Por lo
tanto, los resultados de esta investigacion pueden ser considerados en las aplica-
ciones antes mencionadas como es el caso de los motores moleculares y los aparatos
de cortina eléctrica, los cuales estan relacionados con el estudio de estos sistemas

formados por dipolos eléctricos.

1.2. Soluciones analiticas y métodos numéricos en
fisica estadistica

La mecanica estadistica junto con la teoria cinética, constituyen herramientas
muy poderosas para estudiar la dinamica y la termodinamica de sistemas formados
por muchas particulas dentro y fuera del equilibrio a partir de una configuracion
inicial dada. A lo largo de la historia se han desarrollado diversos modelos teo-
ricos que intentan describir situaciones fisicas reales, tales como Van der Waals,
Curie-Weiss, Einstein, Brag-Williams, Bethe-Peierls, Ising, Potts, Chandrasekhar,
Hydrodynamics, Self-gravitating, HMF [17-26] e incluso con aplicaciones sociales
[27]. Estos modelos han sido popularizados, resueltos y discutidos en libros tales
como [28, 30-33, 35-38|. Sin embargo, muchos de ellos ain no tienen solucion
analitica conocida !, como es el caso del modelo de Ising en tres dimensiones. Es-
to debido a la dificultad a la hora de resolver las integrales multidimensionales.
Por esto, es que se hace necesario resolver el sistema numéricamente. En la lite-
ratura podemos encontrar algunos mecanismos de caracter determinista y otros

estocasticos los cuales se detallan a continuacion:

1Solucién analitica se refiere al célculo exacto de la funcién de particién y la energia libre de
Helmbholtz (si se utiliza el ensamble candnico), el ntimero de microestados accesibles y la entropia

en el caso microcanénico, etc.
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1. Dinamica molecular (DM): existen dos versiones clasica y cuantica. La
version cuantica es conocida como ab initio, y se basa en la resolucion de
la ecuacion de Shrodinger de un sistema de particulas. La version clésica
(utilizada en esta tesis) es determinista y esta basada en la integracion di-
recta de las ecuaciones de movimiento clasicas, es decir, las ecuaciones de
Hamilton, o bien las de Langrange o Newton, segin el esquema a utilizar.
De esta simulacion se obtiene la posicion y velocidad de cada particula que
conforma el sistema en cada instante a partir de unas condiciones iniciales.
Con esta informacién es posible obtener los promedios estadisticos corres-
pondientes a cantidades termodinamicas de interés como la magnetizacion,

el calor especifico, energia cinética promedio, entre otras.

2. Ecuaciones cinéticas: otra forma de estudiar los sistemas de particulas es
mediante ecuaciones cinéticas 2. Estas ecuaciones son aproximaciones ttiles,
cuyas soluciones permiten obtener una funcién de distribucion de probabili-
dad del sistema con la que se calculan los promedios estadisticos. Ejemplos
de ellas tenemos: las ecuaciones de Boltzmann, Lorentz, Vlasov, Poisson-
Boltzmann, etc. Aunque de manera més general, la tinica dinamica exacta
para funciones de distribucién es la ecuaciéon de Liouville basada en la fun-
cion de distribucion de todas las particulas que forman el sistema, esto es
F(r,pi,...,7N, P, t). Esta funcion contiene toda la informacion del sistema
y nos dice como estéan distribuidas las particulas en el espacio de fases. A
partir de ella se pueden calcular todas las cantidades termodinamicas tales
como la energia cinética promedio, energia interna, entropia, etc. Sin em-
bargo, a pesar de que la ecuaciéon de Liouville describe de manera exacta

la dindmica, ésta no parece aclarar como los sistemas con interacciones no

2Si bien estas ecuaciones han sido planteadas aqui como un método numérico, estas pueden
tener soluciones analiticas conocidas, pero no necesariamente seran equivalentes a la solucion

analitica obtenida por la mecanica estadistica, ya que son aproximaciones.
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lineales evolucionan hacia el equilibrio [39]. Por otro lado, conocer la funcion
de distribucion de todas las particulas F (7, pi, ..., "n, Py, ) €s computacio-
nalmente inviable cuando el nimero de particulas es grande, por eso se suelen
utilizar funciones de distribucién reducidas que involucran menos particulas.
Estas funciones reducidas omiten parte de la informacién del sistema a cam-
bio de expresiones méas manejables. Asi el caso mas sencillo consiste en la

funcion reducida de una sola particula esto es f(7, p, ).

Como la funcién de distribuciéon de una particula es una funcién de tres
variables, la evolucion temporal de ésta nos da como resultado la famosa

ecuacion de Boltzmann,

df _ofdr ofdy  Of (1.1)
dt ordt Opdt Ot

La expresion da cuenta que el cambio de la funcion de distribucion f en el
tiempo equivale al ritmo con el que entran y salen particulas en una parte
infinitamente pequefia del espacio de fases d*7d®p. Este término es llama-

_ 49

do operador de colision I(f) = %, ya que los eventos de colision entre las

particulas determinaran este flujo.

En esta tesis, utilizaremos soluciones de la ecuacion de Vlasov, la cual es ttil
para describir estados fuera del equilibrio. Esta ecuacién no es mas que la
ecuacion de Boltzmann sin efectos correlativos, esto quiere decir que el opera-
dor de colision es idénticamente cero. En los siguientes capitulos se muestra
una deduccion formal de esta ecuacion a partir de la Jerarquia BBGKY

(Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood—Yvon) [36] de funciones reducidas.

Por otro lado, cuando no se conocen las interacciones que gobiernan el sis-
tema, existe otro tipo de ecuaciones llamadas ecuaciones maestras, que in-
cluyen términos probabilisticos similares al operador de colisién, ejemplos
de ellas son las ecuaciones de Langevin, Difusion, Fokker-Planck, Chapman-

Kolmogorov, etc. [36]; todas intentan obtener informacion del sistema por
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medio de fuerzas de caracter aleatorio, lo que permite entre otras cosas, des-

cribir por ejemplo el movimiento Browniano.

Métodos Monte Carlo (MC): en fisica estadistica, estos métodos utilizan
probabilidades y ecuaciones maestras para simular un sistema de particulas.
En general, estos simulan la situaciéon de equilibrio en el ensamble canénico,
aunque maéas recientemente estos métodos han sido ampliados para simular
otros ensambles estadisticos y estados fuera del equilibrio. En estas simula-
ciones, la dinamica es ficticia, pues mediante niimeros aleatorios se generan
nuevas configuraciones del sistema hasta llegar a una configuracion de equi-
librio. Los calculos estadisticos del tipo funcion de particion y los promedios
de observables macroscopicos convergen mas rapido que realizando la inte-
gracion numérica directa (por cuadraturas como los métodos de trapecio o
Simpson), por lo que el costo computacional de estos métodos es mucho me-
nor que el de la integracion directa para el calculo de la funcién particion,
lo que acelera los célculos a la hora de obtener diagramas de fase donde se
observa el comportamiento general de un sistema como lo son los cambios de
fase. En esta tesis se discute un modelo especifico desde el punto de vista de-

terminista, eliminando cualquier aproximacion implicita en la aleatoriedad.

La utilizacion de alguna de estas herramientas depende en concreto de lo que se

desee estudiar. Si bien es posible utilizar todas, cada una de ellas entregara, mas

o menos, la misma informaciéon del equilibrio, pero si queremos estudiar lo que

sucede fuera del equilibrio, lo mejor seria utilizar la dindmica molecular y alguna

ecuacion cinética apropiada.

Lo interesante del estudio fuera del equilibrio es la presencia de estados cuasi-

estacionarios, que corresponden a estados en los que el sistema queda atrapado

por un periodo de tiempo considerable y que crece conforme aumenta el tamano

del sistema. Estos estados pueden ser estados de equilibrio estables o inestables y
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suelen aparecer en regiones cercanas a la zona de transicion de fase del sistema.
La conexién de estos estados con la termodinamica es que estan representados
por valores anémalos en las funciones respuesta, como por ejemplo capacidades
calorificas negativas 3. Hasta el momento los estados cuasi-estacionarios han sido
observados tan sélo en el ensamble microcanénico y bajo ciertas condiciones ini-
ciales, mediante dinamica molecular y la ecuacién cinética de Vlasov. Asimismo,
han sido observados experimentalmente en plasmas [50].

Es importante destacar que en la literatura también se mencionan los asi lla-
mados estados metaestables, que aunque en la literatura muchas veces suelen
ser tratados como sinénimos de los estados cuasi-estacionarios, no son lo mismo.
Se habla de estados metaestables cuando un sistema posee mas de un estado de
equilibrio estable, y dentro de estos estados se les llama metaestables a los de
mayor energia, porque ante pequenas perturbaciones el sistema transita hacia el
estado de equilibrio con menor energia. En estos estados también se obtienen va-
lores andémalos de las funciones respuesta que aparecen durante las transiciones
de fase discontinuas, donde las distribuciones de los observables macroscopicos
fundamentales son multimodales.

Si bien la utilizacion de alguna de estas tres herramientas depende fuertemente
del sistema a estudiar, se debe tener en cuenta qué es lo que se desea estudiar, si
s6lo queremos describir el sistema en el equilibrio, una dinamica de Monte Carlo es
més que suficiente, pero si se desea estudiar al sistema fuera del equilibrio, deben
aplicarse los métodos de la dinamica molecular y/o los tratamientos ofrecidos por
las ecuaciones cinéticas o métodos especiales para Monte Carlo fuera del equilibrio.

Otro aspecto importante a la hora de elegir alguna de estas herramientas, es
la naturaleza del propio sistema. En la literatura existen diversos algoritmos para

tratar los sistemas segin su naturaleza. Por ejemplo, los algoritmos de clasteres

3Capacidad calorifica negativa quiere decir que conforme aumenta la energia interna se pro-

duce una disminucién en la energia cinética promedio.
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utilizados en los métodos Monte Carlo suelen ser mejores en sistemas cuyas in-
teracciones conllevan fuertes correlaciones. En dindmica molecular, si bien existen
algoritmos generales para la integracion de los sistemas de ecuaciones diferenciales
como Runge-Kutta, la naturaleza de un sistema de ser hamiltoniano (conservati-
vo) permite utilizar métodos de integracion méas adecuados basados en algoritmos
simplécticos, como Verlet o Leapfrog [65].

Debido a su naturaleza, los sistemas formados por dipolos eléctricos y en par-
ticular el modelo d-HMF se enmarcan dentro de los sistemas con interacciones de

largo alcance los cuales seran descritos en la siguiente seccion.

1.3. Interacciones de largo alcance

Los sistemas se pueden clasificar segtin su interacciéon en dos grupos, los siste-
mas con interacciones de corto alcance, y los sistemas con interacciones de largo
alcance [38] (aunque, también existen sistemas cuyas interacciones tienen un com-
portamiento marginal entre estos dos grupos, como los propios sistemas 3D con
interacciones dipolares).

Para saber a qué grupo pertenece una interaccion, consideremos un potencial

de interaccion entre particulas, de la forma,

A

-

V= (1.2)

donde 7 es el modulo de la distancia entre particulas y A es un factor de acopla-
miento que se considera constante para r > 1 y depende de r cuando r < 1. Si
a < d la interaccion es de largo alcance, donde d es la dimension del espacio en la
que se encuentra el sistema. Por el contrario, si & > d, la interaccion es de corto
alcance. Esto puede evidenciarse al tomar la energia potencial de una particula
¢ interactuando con el potencial de la ec.( 1.2), situada en el centro de una dis-

tribucion homogénea de particulas en una esfera de radio R de dimensiéon d, con
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Figura 1.1: La figura muestra la separacion de diferentes sistemas en las zonas

aditivas y no aditivas de la energia. El modelo d-HMF esta en la zona no aditiva.

a #d,

RA R AQ
- /5 pr—addr = Ade/5 rd=1=edr = —fl — (;l (Rd_a — 5d_°‘) , (1.3)

donde 0 es un pequeno radio introducido para evitar la divergencia del potencial
con § < R, el cual no esta relacionado ni con la naturaleza de las interacciones
de largo alcance, ni con la constante de integracion. €2; es el volumen angular
en dimension d, y p es la densidad de carga, masa etc., que hemos considerado

constante. Para el caso marginal o = d, se tiene una divergencia logaritmica de la

Figura 1.2: Esquema para la evaluacion de la energia €.
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forma,

e v« log(R) — log(0) (1.4)

Si a > d de la ecuacion 1.3 vemos que la energia permanece finita y proporcional al
volumen para A constante, algo natural en los sistemas con interacciones de corto
alcance, donde el niimero de interacciones es proporcional a N. Por el contrario, si
a < d con A constante, la energia diverge como una ley de potencias de R, ya que
se vuelve superlineal conforme crece el tamafio del sistema, esto es, ¢ o V2~/¢
donde V es el volumen del sistema, esto produce la pérdida de extensividad *. Otra
caracteristica de los sistemas con interacciones de largo alcance, es que en ellos se
presenta la pérdida de aditividad ya sea en la energia o en la entropfa. Supongamos
que dividimos un sistema en dos o més partes y que la suma de las energias de cada
subsistema no es igual la energia total del sistema, entonces se dice que la energia
no es aditiva, lo mismo puede ocurrir con la entropia del sistema, en tal caso si la
entropia del sistema no es igual a la suma de las entropias de los subsistemas la
entropia no es aditiva °. [62, 66, 68].

Sin embargo, para los modelos de campo medio (donde o = 0), es posible
introducir un factor, de manera de recuperar la extensividad como veremos mas
adelante.

La pérdida de aditividad ya sea en la energia o en la entropia, esté frecuen-
temente acompanada de la pérdida de extensividad en estas magnitudes. La ex-
tensividad es sutilmente diferente a la aditividad, porque pueden existir sistemas

donde la energia es extensiva pero no aditiva. La extensividad indica como dicha

4Extensividad se refiere a la escalabilidad de las magnitudes macroscopicas en relacién con
el tamano del sistema, esto incluye magnitudes no observables como la entropia. Por ejemplo,
cuando la energia escala proporcional al tamano del sistema, se dice que la energia del sistema
es extensiva, si ésta escala de manera superlineal (como en este caso), entonces la energia del

sistema no es extensiva.
SEl surgimiento de esta pérdida en la aditividad de la energfa o de la entropia se debe al efecto

de las correlaciones, donde la longitud de correlacién es comparable con el tamano del sistema.
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magnitud fisica escala proporcional al tamano del sistema, por ejemplo, en un gas
ideal, si hay mas particulas, éstas ocupan un tamano mayor acorde a este aumento
y es de esperar que la energia del sistema crezca si tenemos mas particulas. Pero
puede ocurrir que al aumentar el nimero de particulas de un sistema no aumente
de energia o que aumente muy poco y no de manera proporcional. Si pensamos
en los microestados posibles de un sistema, puede que al aumentar el nimero de
particulas, éstas se muevan a regiones de menor energfa, incluso energia negativa,
disminuyendo la energia total del sistema, o simplemente se agrupen en niveles de
energia de valor cero, lo que no aumentaria la energfa del sistema 6. Para ilustrar
como se produce la pérdida de aditividad en la energia cuanto se tienen correla-
ciones de largo alcance, utilizaremos el modelo generalizado de Curie-Weiss, el
cual es un sistema tipo Ising pero con una variaciéon que envuelve interacciones de
largo y corto alcance dado por,

N
Bocy 20 (1.5)

PR}
=il

donde s; = +1 es el espin, Vi y a es un parametro cuyo valor permite considerar
casos desde interacciones de corto alcance cuando o — 0o a interacciones de largo
alcance cuando a se hace mas pequeno.

Ahora dividamos el sistema en dos partes I y II, cada una compuesta por N/2
sitios, donde todos los espines del subsistema I se encuentran en el estado arriba
(up), mientras que todos los del subsistema II se encuentran en el estado abajo

(down), como se muestra en la Fig. 1.3.

5Es importante sefialar que en el caso de las interacciones de corto alcance la entropia de
Boltzmann es aditividad y extensiva, sin embargo, la energia interna solo es aditiva para el caso
de un gas ideal, mientras que para el resto de sistemas es siempre extensiva. Para sistemas con
interacciones de largo alcance lo que se busca es que la entropia sea extensiva porque esto preserva
la estructura de Legendre de la termodinamica y para conseguirlo debe utilizarse una entropia

no aditiva.
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Figura 1.3: Separacion del sistema en los subsistemas I y II.

En la Fig. 1.4 se muestra la energia total del sistema para la misma situacion
anterior con la mitad de los espines arriba y la otra mitad con espines abajo.
En el panel superior izquierdo se muestra el efecto del tamano, se observa que
a medida que el nimero de particulas N crece, la energia total del sistema Er
(cuadrados rellenos) se acerca a la suma de las energias Fg para valores de «
mayores, mientras que para a = 1 se observa una gran diferencia, claramente
cuando « crece, las interacciones son de corto alcance y por tanto la aditividad se
cumple. Para interacciones de largo alcance, como el caso aa =1y el caso a = 0 se
observa una discrepancia entre £ v Eg. En el panel superior derecho se muestra
como para o = 0 la diferencia entre Er y Eg es muy grande y a medida que
el tamano del sistema crece, la discrepancia observada es todavia mayor. En el
panel inferior izquierdo podemos ver el comportamiento de la energia total para
diferentes valores de @ 0 < o < 1, mientras que en el inferior derecho se muestra
un acercamiento para valores de o 0 < o <0.1.

A pesar de que estos sistemas producen pérdida de aditividad acompanada de
pérdida de extensividad, es posible recuperar ésta tultima mediante la prescripcion
de Kac [51] al introducir un factor 1/N en el potencial, lo que vuelve el sistema

extensivo, pero no aditivo, esto es,

J
H = _ﬁ SiSj- (16)

i3
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Figura 1.4: Energia total en funcién del nimero de particulas del sistema. En
el panel superior izquierdo la energia para diferentes valores de a. En el panel
superior derecho la energia total versus la suma de energias de los subsistemas
I y II. En el panel inferior izquierdo la energia total para diferentes valores del

parametro 0 < a < 1. En el panel inferior derecho un acercamiento para valores

de a0 < a<0.1.

Con esto la energia escala proporcional al nimero de particulas N. Este tipo de
escalamiento presenta una estructura termodinamica estandar porque preserva las
ecuaciones de Euler y las relaciones de Gibbs-Duhem [62] recuperando la linealidad

de las propiedades termodinamicas de esta clase de sistemas ”.

7Si bien la prescripcion de Kac es un procedimiento ampliamente utilizado, existen otros

escalamientos no extensivos que preservan relaciones de Gibbs-Duhem asociadas [29].
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A pesar de la abundancia de resultados teéricos y numéricos, la descripcion
termodinamica estadistica en los sistemas con interacciones de largo alcance atn
plantea muchos desafios. Primero, por la gran cantidad de correlaciones y acopla-
mientos se traducen en no linealidades que crean serias dificultades tanto analiticas
como numeéricas. Ademas, las suposiciones comunes en la base misma de la me-
canica estadistica como el estado de equilibrio térmico con un bano se basan en
la localidad de corto alcance de la interaccion (lo que permite separar el sistema
en partes independientes), pues la propiedad de aditividad es utilizada para es-
tablecer las condiciones para el equilibrio |34, 35]. Los ensambles candnico, gran
canoénico, el caracter intensivo de la temperatura, el contacto con un foco térmico
entre sistemas, etc. son todos derivados para sistemas extensivos. Por otro lado, la
termo-estadistica pretende reconstruir la termodinamica macroscopica a partir de
representaciones microscopicas del sistema mediante los métodos de la mateméatica
estadistica independientemente del caracter de la interaccion si es de corto o largo
alcance. Para los sistemas de largo alcance, la comprension de los fenémenos aqui
mencionados no estéa del todo clara. La teoria de Tsallis [40], y la superestadistica
de Beck-Cohen [42], son algunos ejemplos de esfuerzos por intentar explicar lo que
sucede cuando los sistemas poseen este tipo de interacciones.

Como se menciond anteriormente, una correcta descripcion de los sistemas con
interacciones de largo alcance, fuera del equilibrio, puede llevarse a cabo mediante
los métodos de la dindmica molecular o la aplicacién de ecuaciones cinéticas apro-
piadas. En lo que sigue presentamos la obtencién de la ecuacion de Vlasov a partir

de la jerarquia BBGKY.

1.4. FEcuacion de Vlasov

La descripcion de N particulas en el espacio de fase requiere hallar una funcion

de distribucion de probabilidad F' que tenga en cuenta todas las particulas del
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sistema, esto es F' = Fyn(7,p1, 72, Pa, ..., TN, Dn; t), donde Fy es la probabilidad
de que en un tiempo t, la particula 1 se encuentre en el volumen infinitesimal
A3 d3py, la particula 2 en d®md®ps, y asi sucesivamente hasta N. Sin embargo
en la practica esto no es posible, y se suelen utilizar funciones de distribucién
reducidas de la jerarquia BBGKY [36]. Consideremos un hamiltoniano dado por,

H:Z;%—i—zv(ﬁ)—*—Z@j, (1.7)

=1 =1 Z’<]’

donde V(7;) es la energia potencial de la particula i-ésima debida a una fuerza
externa F = —VV,y ¢ij = o(13,7;) = ¢(|r; — 7;]) es el potencial entre particulas.

Partiremos de la ecuacion de Liouville [36],

oF
— =—{H, F}, 1.8
= —{H,F) (1.9
donde {} es el paréntesis de Poisson y F' es la funcion de distribucion. Asumiendo
que las particulas son indistinguibles (esto es, que la funcién de distribucion es

simétrica, es decir no cambia al intercambiar 7, p; por 7}, pj), se pueden obtener

las ecuaciones de la jerarquia BBGKY, que vienen dadas por,

OF (™) n ~ . ol
ot = {H, F(n)} - Z/ {¢z‘,n+1, FWH)} d37”n+1d3pn+1 T d3TNd3pN>
i=1
(1.9)
donde, F™ es la funcion de distribucion reducida,
F(")(I‘;t) = /F(F7t)d3fn+1>ﬁn+1>-'-aFNaﬁN- (1.10)

Aqui hemos utilizado la notacion I' = 7, p1, 79, Pa, ..., "n, Pn. Entonces la prime-
ra de las ecuaciones BBGKY, queda en términos de la funcién de distribucion

reducida de dos particulas,

oFM . prOFW E oFm / 01> (OF®  QF®
ot m 8771 m 8}5’1 N 8F1 aﬁl aﬁ2

) dPryd®py,  (1.11)
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donde se ha usado el hecho que.

09y b1z

o (1.12)

Esta primera ecuacion de la Jerarquia BBGKY es la ecuacion de Boltzmann,
donde el lado derecho corresponde al término colisional.

En general, la funcién de distribucién reducida de dos particulas lleva asociada
una funciéon de correlacion en el espacio de fases; pero para la aproximacion de
campo medio asumimos que existe independencia estadistica, de modo que F?
puede escribirse como el producto de las funciones de distribucién de las particulas

individuales,

F(Z)(Fhﬁlﬂ?%ﬁmt) = f(71, 01, t) f (72, D2, t) = fifo. (1.13)

Si consideramos que no hay fuerzas externas, esto es F' = 0, entonces la ec.(

1.11) resulta

oFM py or® /3¢12 (af1f2 af1f2> = Br
= 20 P2

ot m  0n or op1 Op2
I L 3f 1 3f 2 3 -

donde el segundo término del lado derecho desaparece al integrar en ps, ya que la
funcién de distribucion se anula al evaluar en los extremos, entonces

aF(l) ]ﬁ . aF(l) — f(thh /(b
ot m  0r op1 37’1

7”2,]72, )d T2d3p2 (115)

Recordando la definicion de promedio en [35] tenemos

/ f(7, p, ) AdPFd>p, (1.16)

luego

/ O(F1. 75) [ (P, B, O = (6(72, 1), (1.17)
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por lo tanto, la ecuacién resultante es,

oFY gy 0P f(R,put) (1))
ot m 87?1 aﬁl 8F1

-0, (1.18)

pero FM = f(7,p1,t) = f(7,p,t), por lo que podemos escribir,

of v of ) of _ (1.19)

Esta es la ecuacion de Vlasov, conocida también como la ecuacion de Boltzmann
sin colisiones, pero en vez de una fuerza externa en el tercer término, se tiene una
fuerza de campo medio ﬁmf = —0(¢)/0r, que viene de la interaccion entre las
particulas. Aunque ese término parezca colisional, en realidad la ecuacion de Vlasov
simplemente establece que, en ausencia de colisiones, la funcion de distribucion f
se conserva mediante la evolucion temporal en el espacio de fase, lo que significa
df /dt = 0.

Vamos a aplicar ahora la ecuacién de Vlasov en un modelo unidimensional con

interacciones de largo alcance de campo medio, cuyo hamiltoniano viene dado por,

N 2
sz‘ }:
i=1

i<j
entonces la ecuacién de Vlasov se reduce a

of  of oW)of _
E +p% - Wﬁ—p = 0, (121)

donde la energia potencial promedio viene dada por,

U(0,1)) = / A dyU0 — 0)F(O 1), (1.22)

aqui U(6 — ') ya ha sido reescalada por la prescripcion de Kac, por lo que la
expresion corresponde justamente al promedio.

Como se plante6 anteriormente, la dinamica molecular y la ecuaciéon de Vlasov,
son las indicadas para describir lo que sucede fuera del equilibrio, y en efecto se

sabe que para una amplia gama de potenciales de campo medio (de largo alcance),
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el teorema de Braun-Hepp [69]%, demuestra rigurosamente que en el limite continuo
N — o0 las soluciones de las ecuaciones de movimiento convergen a las soluciones
de la ecuacién de Vlasov.

En la seccion siguiente veremos la aplicacion de estas dos técnicas al modelo

HMF.

8En la comunidad cientifica existe actualmente un debate respecto a este teorema, el cual no
considera que en el espacio de fases exista una medida de Lebesge tal que permita integrar. Si en
en el espacio de fases la estructura no es suave (por ejemplo el caso de un fractal), no se puede
integrar, por lo que este teorema necesitaria, en sus hipotesis, indicar que se esta considerando el
caso en que es posible integrar, de otra manera no seria posible pasar de la ecuaciéon de Liouville

a ninguna otra ecuacién cuya distribucién sea de una sola particula.
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Capitulo 2

Modelo HMF

2.1. Aspectos generales

En la literatura se puede encontrar una cantidad extensa de trabajos relaciona-
dos al modelo HMF |23, 24], el cual permite describir el complejo comportamiento
de los sistemas con interacciones de largo alcance fuera del equilibrio. En base a es-
te modelo, han surgido importantes contribuciones, como por ejemplo la exhibicion
de dos tipos de relajacion, que ha sido observada en sistemas estelares, plasmas,
vortices 2-D, etc. La primera conocida como relajaciéon violenta sin colisiones, don-
de el sistema rapidamente transita desde una condicién inicial a un aparente estado
de equilibrio conocido como SS. Continuando con su evolucioén, el sistema sufre
una lenta relajacion (con colisiones o correlaciones) que lo lleva a alcanzar el estado
de equilibrio estadistico descrito por la distribucion de Maxwell-Boltzmann-Gibbs
(MGB) . El tiempo de relajacién colisional crece conforme crece el tamatio del
sistema, por lo que la duracién de un estado QSS tedricamente se vuelve infinita
en el limite termodinamico. Esto ha creado un gran debate en la comunidad de

la mecénica estadistica. Por un lado, inspirandose en el trabajo de Tsallis, se ha

IEsto no ocurre en todos los sistemas con interacciones de largo alcance. Por ejemplo en un

sistema, de osciladores, el equilibrio BG nunca es alcanzado.
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intentado dar una explicacién a estos estados a partir de una forma de entropia
generalizada, e inspirandose en el trabajo de Lynden-Bell, se ha propuesto inter-
pretar estos estados QSS por medio de la ecuaciéon de Vlasov, que corresponde
a la ecuacion de Boltzmann sin colisiones, y que describe por tanto, el régimen
estacionario tras la relajacion violenta.

Desde el punto de vista fisico, la distribuciéon de Lynden-Bell es una solucion
al problema variacional, mientras que las distribuciones de leyes de potencia co-
rresponden a ajustes de parametros que después de ciertos esfuerzos se tratan de
conectar la termodinamica, haciendo de ésta una rama conocida como termodiné-
mica no extensiva y/o no aditiva.

En la perspectiva de Lyndenbell, la idea consiste en buscar el estado mas pro-
bable del sistema resultado de la mezcla de fases, compatible con todas las res-
tricciones impuestas por la dinamica de Vlasov, en el que se asume que el sistema
estd bien mezclado y que por tanto, se cumple la hipotesis de ergodicidad. Si la
distribucion inicial s6lo toma dos valores (ejemplo water-bag), Lynden-Bell predice
para el estado QSS, una distribuciéon similar a la de Fermi-Dirac.

Antoniazzi et.al. [71], observé que en el modelo HMF para una magnetizacion
critica inicial My, ~ 0.897, el sistema queda atrapado en estados QSS con diferentes
magnetizaciones, de los cuales tan solo aquellos con magnetizacion inicial menor a
la critica M, < M., pueden ser descritos por la distribucién de Lynden-Bell, ya
que la distribucién no depende de las orientaciones.

Por otro lado Tsallis et.al [72], propuso tres tipos de eventos asociados a estados
QSS diferentes para el caso en que la magnetizacion inicial My =~ 1. Cuantifican-
do su frecuencia de exhibicion en las simulaciones, observaron diferentes tipos de
comportamiento del teorema del limite central en cada uno de ellos, en los que des-
taca la distribucion de Tsallis como un posible ajuste para la distribuciéon en los
momentos. La funciéon g-exponencial de Tsallis, es también una soluciéon estaciona-

ria de la ecuacion de Vlasov [72], sin embargo, en la literatura solo se encuentran
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ajustes en la distribucion de velocidades (o momentos).

Diversos estudios han sido llevados a cabo con este modelo, analisis difusivo
[44], caoticidad de las condiciones iniciales (analisis de los exponentes de Lyapunov)
[46-49, 66|, verificacion del primer principio de la termodinamica [45], verificacion
de la propiedad de ergodicidad y del teorema del limite central [85-87, 89, 90, etc.
En la siguiente seccion se presenta formalmente el modelo HMF algunos resultados
importantes y estudios realizados que fueron aplicados al modelo d-HMF en esta

tesis.

2.2. Definicién y resultados generales

El modelo HMF es un modelo donde las particulas interactian a través de
su espin y cuyo valor es continuo, es decir, pueden estar orientados en cualquier
direccion del plano. El modelo presenta ademas una transicion de fase de segundo

orden del tipo para-ferromagnético. Su hamiltoniano viene dado por la expresion

H:;%+%Z(1 — cos(i—6,)). (2.1)

ij=1

Este modelo se ha resuelto analiticamente en los ensambles canénico y microca-
nonico |24, 67|, se han realizado simulaciones de dindmica molecular y se ha resuel-
to numéricamente mediante la ecuacion de Vlasov por varios autores [52, 66, 75].
En estos trabajos se ha observado la presencia de estados QSS cuando la energia
interna por particula toma valores alrededor de ¢ ~ 0.69.

Para hallar estos estados se han utilizado condiciones iniciales llamadas water-
bag (WBIC), que consisten en distribuciones constantes del espacio de fases, donde

las orientaciones y los momentos estan distribuidos de la forma,

7 2101 < 60 v [pl < po

f(0,p,0) = (2.2)

0 , para otros valores de 6 y p.
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Figura 2.1: En la izquierda las condiciones iniciales water-bag inhomogéneas. En

el panel derecho las homogéneas.

En la Fig. 2.1 a) se muestra un ejemplo para py = 7y 6y = 27/1000 ~ 0 caso
inhomogéneo. En el panel b) de la Fig. 2.1 se muestra un caso homogéneo con
po=mYy by=m.

Con estas condiciones iniciales se encontro el estado QSS descrito en [52] como
se muestra en la Fig. 2.2, para N = 500. Se puede apreciar que el perfil de distri-
bucion se aleja de uno gaussiano en el QSS. En el panel ¢) se observa una zona con
capacidades calorificas negativas, tomando en cuenta la temperatura ? registrada
por el QSS. Las lineas continuas en los paneles ¢ y d de la Fig. 2.2 corresponden a

la solucion analitica del modelo HMF, encontrada por Antoni 24|, dada por,

1
=—+1- 2.3
55+ (23)
donde m es la magnetizaciéon y viene expresada por,
1
Io(y)

2Aqui el término temperatura ha sido puesto en cursiva porque corresponde a un abuso de
notacion. En realidad se refiere a la energia cinética promedio. La temperatura escrita sin cursiva

corresponde a la del equilibrio BG derivada de la entropia.
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Figura 2.2: Simulaciones numéricas en el ensamble microcanénico para N = 500 y
energia interna por particula e = 0.69. En la parte superior el perfil de distribucion
de los momentos p, en a) para el estado QSS y en b) para el equilibrio BG. En
el centro se muestra la evoluciéon de la energia cinética promedio por particula
(Temperatura), habiendo dos regimenes, donde ésta permanece constante por un
tiempo prolongado. En c¢) se muestra la curva caldrica con los puntos amarillos
tomados con la temperatura del estado QSS, mientras que en d) con la temperatura

del equilibrio BG (imagen obtenida de Ref. [52]).
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Figura 2.3: En el panel superior se muestran tres tipos de estados cuasi-
estacionarios del modelo HMF observados para la condiciéon inicial water-bag in-
homogénea, esto es, magnetizacion inicial casi nula m ~ 0. En el panel inferior
la frecuencia de exhibicion de los tres estados QSS descritos en el panel superior.
Conforme crece el namero de particulas el segundo tipo de estado QSS se vuelve
mas frecuente en comparacion a los demas, mientras que el primero desaparece

(imagen obtenida de Ref. [53]).
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Figura 2.4: Ajuste de Tsallis para describir los estados QSS del modelo HMF [53].
Los eventos de clase 2 son los que presentan mas desviacion respecto a los ajustes
tipo Tsallis. My es la magnetizacion inicial, donde My = 1 son condiciones iniciales

inhomogéneas, mientras que My = 0 son las homogéneas.
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donde y = 25z y ¢ es la solucion del problema extremal = I, (26Az) /1o(28\x).
Iy e I; son las funciones modificadas de Bessel de primera especie de orden cero
y uno, respectivamente, obtenidas al utilizar las transformaciones de Hubbard-
Stratonovich [91, 92]. Un desarrollo similar y mas detallado se vera en la seccion
siguiente para el modelo d-HMF.

Pluchino et.al Ref. [53| mostraron (para el modelo HMF) que bajo condiciones
iniciales tipo water-bag se observan tres clases de estados QSS, los cuales son mos-
trados en el panel superior de la Fig. 2.3, mientras que su frecuencia de exhibicion
es mostrada en el panel inferior. Se puede observar que conforme crece el nimero
de particulas el primer estado desaparece, mientras que el segundo tipo se vuelve
més frecuente. En la Fig. 2.4, se observa como el ajuste de Tsallis no describe
correctamente la distribucion del evento clase 2. En el capitulo 3 mostramos que
para el modelo d-HMF el evento clase 2 es exacerbado con las condiciones iniciales

homogéneas.

2.3. Dinamica de Vlasov para el modelo HMF

Un camino para describir los estados QSS del modelo HMF es mediante solu-
ciones estacionarias de la ecuacion de Vlasov. Esta ecuaciéon requiere conocer los
momentos y las fuerzas por particula del sistema, que pueden obtenerse de la ec.(

2.1), luego las ecuaciones de movimiento para el modelo HMF vienen dadas por,

éi = Di (2.5)
pi = —Mx Sin 02 + My COSs e’ia <26)
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Figura 2.5: Magnetizacion M, versus tiempo. Las lineas continuas negra y azul

corresponden a simulaciones por dinamica molecular. Los puntos de color rojo son

de la dindmica de Vlasov (imagen obtenida de Ref. [77]).

donde, (M, M,) = (3", cosb;, >, sinb;). Para describir el sistema con la dinami-

ca de Vlasov, es necesario pasar al continuo por medio de la funcién de distribucion,

p = —M,sin6+ M,cos0

M, = / /COSQf(Q,p,t)dep
M, = / /sin@f(@,p,t)d@dp,

(2.7)
(2.8)

(2.9)

donde, 6 y p, son las coordenadas Eulerianas [37|. Por otro lado la energia potencial

de una particula en el continuo viene dada por la ec.( 1.22), entonces para este

modelo tenemos lo siguiente,

{U,t) = /f(@',p',t)(l —cos(6' — 0))de’ dp’

= 1—M,cost — M,sin0,

entonces
0,t
—M = —M,sin6 + M, cos0
00
Luego como J = ﬁmf = —V(U), la ecuacion de Vlasov queda,
—|—p% + (=M, sinf + Mycosﬁ)g—;: =0
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Figura 2.6: Instantaneas (snapshots) del espacio de fases desde la condicion inicial
water-bag ¢ = 0.69 y my = 0.5. El dltimo cuadro corresponde al estado cuasi-

estacionario (imagen obtenida de Ref. [67]).
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Ademas, podemos calcular la energia por particula [24],

AR
6=+~ ; (1 —cos(f; — 6,)), (2.13)
donde el factor 2 en el denominador se elimina porque es la interacciéon de una

particula con el resto. Luego pasando al continuo tenemos

2
€(0,t) = % +1— M,cosf — M,sin#, (2.14)

y la energia total especifica o densidad de energia en el tiempo t es
1 1
e(t) = 5 / f(0,p, t)p*dodp + 3 / f(0,p,t)(1 — M, cosf — M, sin0)dOdp
1 1
- ; / £(6,p 0P dbdp + 5 (1= M2 = M), (2.15)

Como podemos apreciar, la suma de las energias por particula de la ec.( 2.14) no
es igual a la energia total del sistema de la ec.( 2.15). Esto es un claro reflejo de
que el sistema no es aditivo al tener interacciones de largo alcance.

En la Fig. 2.5 se puede apreciar como a medida que N crece, la dindmica
molecular se aproxima al resultado obtenido por la dinamica de Vlasov. En la Fig.
2.6 se muestran cuatro instantaneas del espacio de fases para distintos tiempos.
El primero es en t = 0 (condicion inicial water-bag homogéneo), y el ultimo es el
estado cuasi-estacionario.

Otra manera de describir aproximadamente los estados QSS como soluciones
de la ecuacion de Vlasov es mediante la estadistica de Lynden-Bell [81] quien
desarroll6 un nuevo ensamble estadistico para explicar los estados estacionarios
de sistemas gravitacionales, con el que predijo la existencia de los estados QSS y
ademaés observo que cuando la distribucién inicial no es una solucién estacionaria
de la dinamica de Vlasov, el sistema sufre fuertes oscilaciones hasta que alcanza el
QSS, proceso conocido como relajaciéon violenta.

En esta estadistica se separa el espacio de fases en macroceldas compuestas de

v microceldas. Designamos por f a la distribuciéon de una macrocelda de grano

43
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[l microcelda
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Elemento de fase
de densidad f,

Figura 2.7: En el panel izquierdo un water-bag. A la derecha una posible distribu-
cion de los elementos de fase tras la relajacion violenta (imagen obtenida de Ref.

[38]).

grueso (coarse grained) y por f a la distribuciéon microscopica de una microcelda
(grano fino). Consideremos una distribucion inicial uniforme fy y sea N el ntime-
ro de microceldas ocupadas por la distribucién inicial. Este nimero permanece
constante durante la dinamica, debido a la incompresibilidad del fluido de Vlasov.
Sin embargo, la densidad en cada macrocelda no se conserva necesariamente. Un
elemento de fase (cuadro pequeno de color verde) que inicialmente ocupa un lugar
en una microcelda dentro de una cierta macrocelda, puede pasar a una microcelda
perteneciente a otra macrocelda, como se muestra en la Fig. 2.7. En ella se da el
ejemplo de N = 64, es decir, 64 microceldas ocupadas por la distribucién inicial
tipo water-bag. Tras la relajacion violenta se distribuyen ocupando también otras
macroceldas. Bajo la dinamica sin colisiones, la funcién de distribuciéon evoluciona
como la densidad de un fluido incompresible. Esto significa que a medida que la
distribucién evoluciona, su densidad local permanece constante a lo largo del flui-
do (su derivada convectiva es cero) [81]. A medida que la funciéon de distribucion
evoluciona, se somete a un proceso de filamentacion a escalas de longitud cada vez
mas pequenas, hasta que finalmente la evolucién ocurre en una escala de longitud

tan pequena que es imperceptible para la observacion. En esta situacion, se alcanza
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Figura 2.8: Proceso de filamentacion del modelo HMF (imagen obtenida de Ref.
88].)

un estado estacionario macroscopico o de grano grueso, descrito por f, mientras
que la funcién de distribuciéon microscoépica f continta evolucionando.
La Fig. 2.8 muestra un ejemplo del proceso de filamentacion de una distribucion

de particulas en el espacio de fase de un sistema con interacciones de largo alcance.

Solo la entropia de grano grueso puede aumentar; la entropia de grano fino
debe conservarse. El procedimiento para obtener la entropia de grano grueso es
similar al proceso de contar microestados que conduce a la entropia de Boltzmann
de un gas reticular.

El ntmero total de microestados compatibles con el macroestado donde las n;

microceldas estan ocupadas en la macrocelda i viene dado por

N! V!
= . 2.1
Wes I, n! 1:[ (v —n;)! (2.16)

A partir de la entropia de Boltzmann S = In W, y utilizando la aproximacion de

Stirling, se obtiene la entropia de la distribucion de grano grueso Sy g [80, 81|, que
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viene dada por la expresion

S = — / (F I fe+ (L= ) (1 — f5))) d*7d*p, (2.17)

donde f* = f/fy, f es la funcién de distribucion de grano grueso y fy una distri-
bucién inicial inestable, como por ejemplo el water-bag.
La ec.( 2.17) determina una expresion para la distribucion de grano grueso f.

Esto se logra resolviendo el problema variacional,

donde 8 =1/kT y o = pu/kT es la fugacidad. Luego obtenemos,

f= b (2.19)

Jup 1+ )\eﬁ(gﬁ—(ﬁ)

La ec.( 2.19) ha logrado describir aproximadamente los perfiles de distribucion que
han sido obtenidos mediante la dindmica molecular y la ecuaciéon de Vlasov. En la
Fig. 2.9 los simbolos representan los datos obtenidos de las simulaciones numéricas

y de color rojo punteado el perfil de distribucién de grano grueso de la ec.( 2.19).
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Figura 2.9: Funcion de distribucion de velocidades en el estado QSS para el modelo
HMF con £ = 0.69 y diferentes valores de M;. Los puntos cuadrados se refieren a
simulaciones numéricas mientras que la linea punteada es el perfil de velocidades
de la ec.( 2.19). El panel (a), (b) y (c) presentan los casos, My = 0.3, My = 0.5y
My = 0.7 en escala logaritmica, mientras que el panel (d) muestra el caso M = 0.3

en escala lineal. La curva fue calculada de una muestra de N = 107 en t = 100

(imagen obtenida de Ref. [38]).
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Capitulo 3

Modelo d-HMF

3.1. Definicion del modelo

En este apartado se presenta el modelo d-HMF [1], el cual es una variacion
del modelo de Ising, pero con interacciones de largo alcance. En este modelo los
espines son dipolos eléctricos que pueden orientarse en cualquier direccién. Para
hacer una primera aproximaciéon se consideran dipolos orientados en un plano
pero ubicados en una recta, es decir un modelo unidimensional con condiciones de
borde periddicas. Estas condiciones de borde pueden insertarse cerrando la recta
en un anillo, de manera similar al modelo HMF. Al considerar el potencial dipolar
eléctrico este modelo es mas cercano a la realidad porque ademas como veremos
no es isotropico.

La energia potencial de la interaccion entre dos dipolos ¢ y j con momentos
dipolares p; y p; respectivamente, viene dada por,

L 3 ) (- ) — g
4meg |7 — 75

U= , (3.1)

donde 7 es un vector unitario de direcciéon arbitraria y 7, 7; corresponden a las
posiciones de las particulas 4, 7. Definimos el momento dipolar eléctrico del dipolo

i como fi; = ed donde e es el médulo de cada carga del dipolo y el modulo de @ es la
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separacion de las cargas que forman el dipolo (el vector @ describe su orientacion).
Luego, ji;-7 = pcos; y ;- ii; = p? cos(6; —6;). Ademas, remarcamos que p = ||,
los vectores 7; y ji; son paralelos entre ellos para todo . La Fig. 3.1 muestra la
representacion de tres dipolos en forma lineal a), esos mismos tres dipolos en un
anillo en b), un ejemplo de dos dipolos con condiciones iniciales inhomogéneas
0; ~ 0 y una evolucién en un tiempo posterior d).

Por otro lado, la distancia entre dos dipolos en un anillo de radio R, puede ser

escrita como,

— —

ro= |r -7
= |Rcosb;é, + Rsin6;é, — Rcosf;é, — Rsinf;é,|

— V2R(1 — cosb; cosf; — sin b, sin ; + 5)/%, (3.2)

donde § es un pardametro de suavizamiento introducido cominmente [25] para

evitar la divergencia del potencial a distancias cortas. Si consideramos la identidad
cos(f; — ;) = cosb; cosf; + sin b, sinb;, (3.3)
entonces,

7”73 ~ (2R2)73/2(1 — COS(@i — 9]) + 5)73/2
0, —0,) 1

cos( 82
~ (2R%)73? (1 B 5) . (3.4)

Por medio de una expansion binomial en %, la interaccion entre dipolos puede ser

escrita como,

2
~_ K A o 0. _§C05(9i_9j) —2
UN47760(2R5)3/2 (3 cos 8; cos 0 —cos(b); 9])> ( 5 +0(67?)

(3.5)
Tomando el limite para § — oo, la aproximaciéon de orden cero de la energia

potencial de N dipolos es,

N
Z(cos(@i —0;) — 3cos b, cosb;), (3.6)
i#]

A

U~ —
2N
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Figura 3.1: En a) una representacion lineal de tres dipolos cualesquiera con orienta-
ciones en el plano. En b) una representacion circular de estos mismos tres dipolos.
En ¢) se muestra un ejemplo de dos dipolos distribuidos con las condiciones inicia-
les inhomogéneas (6; ~ 0) y una posible evolucion para esta pareja de dipolos en

un anillo en d).

donde A es una constante que da las unidades de energia y su signo define el
tipo de interaccion, si A > 0 el sistema es ferromagnético, y si es negativa anti-
ferromagnético. El factor 1/N garantiza la extensividad del sistema como se mostrd

anteriormente en la secciéon 1.3 para el modelo de Curie-Weiss.
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Para modelar este sistema con interacciones de largo alcance consideramos el
sistema de N dipolos idénticos con masa igual a uno. Entonces el hamiltoniano del

sistema a estudiar en aproximacion de campo medio es,

Nooooy N
H:i: %—i—ﬁ;[cos(@-—@)—?)cos@icosej—l—Q], (3.7)

donde p; son los momentos lineales de cada dipolo i y 6#; es su correspondiente
orientacion, con ¢ = 1,..., N. El término +2 en el potencial es introducido para
fijar el nivel cero de energia potencial convenientemente.

Al ser un modelo de campo medio no hay dependencia de la distancia al igual

que el modelo de Curie-Weiss.

3.2. Simulaciones de dinamica molecular

Atenas y Curilef [1], mostraron a través de la Dindmica Molecular, que bajo
ciertas condiciones iniciales (water-bag inhomogéneas), el modelo d-HMF presenta
dos QSS. En ellos se muestra la evolucion temporal de la energia cinética promedio
por particula, que en el equilibrio corresponde a la temperatura. Estos estados apa-
recen so6lo en regiones cercanas al punto critico evidenciando que en los sistemas
con transiciones de fase continua también existen estados con capacidades calorifi-
cas negativas, como se mostr6 para el modelo HMF [52]. En este caso los dos QSS
encontrados fueron descritos mediante diversas técnicas, entre ellas, instantéaneas
del espacio de fases, perfil de velocidades, leyes de escalamiento y analisis difusivo.
La simulacion fue hecha con una rutina de coeficientes simplécticos de cuarto or-
den [52, 64, 65| (ver apéndice A). Se utilizaron las condiciones iniciales water-bag
usadas en el modelo HMF [52], los casos homogéneo e inhomogéneo mostrados en
la Fig. 2.1. El caso inhomogéneo es cuando todos los dipolos estan orientados casi
paralelos, es decir, 6y; ~ 0. El caso homogéneo es cuando tanto en las orientaciones

como en las velocidades hay una distribuciéon homogénea.
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Figura 3.2: En a) se muestra la evolucion temporal de la energia cinética promedio
por particula para diferentes valores de N con las condiciones iniciales water-bag
inhomogéneas. Se aprecian dos QSS previos al equilibrio de BG. En b) se muestra
la evolucion temporal de la energia cinética promedio por particula para diferentes
water-bag con N = 25000. Se observa una desaparicion del primer QSS al pasar
del caso inhomogéneo al caso homogéneo. En el panel pequeno de la derecha se

evidencia la relajacion violenta del sistema al inicio de la simulacion Ref. [1, 57].

En la Fig. 3.4 a) se muestra la magnetizacion versus la energia interna del sis-
tema, siendo su valor critico en €. = 3/2. En b) se muestra la curva calorica, donde
estan superpuestos los datos de la simulacién con el calculo analitico mostrado en
la seccion anterior. De color azul estan los datos de la simulaciéon tomados en el
equilibrio BG. De color rojo los datos del segundo QSS, el cual produce capacidades
calorificas negativas en la zona cercana al punto critico.

En la Fig. 3.2 a) se muestra la evolucion temporal de la energia cinética prome-
dio por particula para diferentes valores de N con las condiciones iniciales water-
bag o ~ 0, es decir el caso inhomogéneo (ver Fig. 2.1)!. Se observa que a medida

que nos acercamos al caso homogéneo el primer QSS se confunde con el segundo.

'En el apéndice B se encuentra un desarrollo detallado para el calculo de las condiciones

iniciales water-bag asociadas a los estados mostrados en la Fig. 3.2
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Figura 3.3: En a) el valor de magnetizacion observado para el primer QSS es
m, = 0.15, para el segundo es m, = 0.020 = 0, y para el equilibrio m, = 0.309. En
b), la evolucion de la energia cinética promedio, el valor observado para el primer
QSS es (2K/N) = 0.802, para el segundo (2K/N) = 0.706 y para el equilibrio
(2K/N) = 0.951.

Esto nos dice que la naturaleza de los QSS es mucho més rica de lo que se pensaba,
pues bajo ciertas condiciones iniciales el sistema puede pasar por diferentes QSS.
Este es el primer modelo que presenta mas de un QSS. Tal caracteristica ha sido
evidenciada en sistemas atmosféricos [93, 94].

Un estudio mas detallado de los QSS se muestra en la Fig. 3.3. En el panel
izquierdo se muestra la evolucién de la magnetizacion, donde se observa que el
primer QSS tiene una magnetizacion distinta de cero. El segundo QSS tiene una
magnetizacion cero, lo que implica, que en promedio las fuerzas se anulan, esto
se ve claramente en la ec. (4.4). Los motivos por los que el primer QSS presenta
magnetizaciéon no nula atin son desconocidos, sin embargo se sospecha que puede
deberse a un equilibrio hidrostatico.

En [66] se discute acerca del caos que se produce bajo ciertas condiciones ini-
ciales. En ella se menciona que el modelo HMF es caotico bajo un water-bag
inhomogéneo.

Para el modelo HMF, se ha reportado que bajo un water-bag inhomogéneo el
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Figura 3.4: En el panel izquierdo, se muestra la magnetizaciéon con los datos del
equilibrio BG de la simulacién de color azul. De color Negro la curva analitica. En
el panel derecho, se muestra la curva calérica. De color negro la soluciéon analitica,
de color azul, los datos del equilibrio BG de la simulaciéon y de color rojo, los datos

encontrados para el segundo QSS.

sistema es cadtico, sin embargo en el modelo d-HMF, vemos que esto no ocurre,
pues al aumentar el nimero de particulas la duracion del primer QSS se extiende
como se aprecia en el panel a) de la Fig. 3.2.

En la Fig. 3.4 a) se muestra la magnetizacion obtenida por dindmica molecular
de color azul, en contraste con la solucién analitica de color negro. Los valores
de la simulacion se hicieron con N = 4000. En el panel b) se muestra la energia
cinética promedio versus la energia interna por particula del sistema. De color azul
se muestran los datos del equilibrio BG, de color negro la solucién analitica, y de
color rojo los valores obtenidos del segundo QSS.

En la Fig. 3.5 a) se muestra la ley de escala 7 o« N7 obtenida para la duracion
del primer QSS. En el panel b) la ley difusiva que caracteriza los dos regimenes
cuasi-estacionarios y el equilibrio BG. Los primeros dos estados son superdifusivos
con valores de v > 1, mientras que en el equilibrio BG v = 1 lo que nos dice que

efectivamente el sistema se ha difundido por completo.
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Figura 3.5: En a) una ley de escala (7 o« N7) para el primer QSS. en b) la ley
difusiva con los tres regimenes, los primeros corresponden a los dos QSS y el dltimo

es el equilibrio BG.
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Figura 3.6: En el panel a) se muestra el perfil de distribucion (pdf) de momentum
p en el segundo QSS. Se puede apreciar que no es un perfil gaussiano. En el panel
b) el perfil de distribucion del equilibrio BG claramente gaussiano. Estos datos

fueron tomados para N = 500, con energia ¢ = 1.38.
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Figura 3.7: Espacio de fases del modelo d-HMF. Cada instantanea es una repre-
sentacion del espacio de fases en los tiempos t = 20s, t = 200s, t = 6 x 10°s y

t =5 x 108s.

En la Fig. 3.7 se muestran instantaneas del espacio de fases. En el panel a), con
t = 20s, se muestra al sistema poco tiempo después de iniciar la dinamica, como
se puede apreciar rapidamente el sistema se relaja desde las condiciones iniciales
water-bag inhomogéneas a una distribucion similar a una gaussiana. En b) con
t = 200s, el tiempo en el que ocurre el primer QSS, en c), con t = 6 x 10°s, el
tiempo en el que sistema se encuentra en el segundo QSS y finalmente en d) con
t = 5x10%s, cuando el sistema ha llegado al equilibrio BG, donde se ve claramente
las elipses caracteristicas del perfil gaussiano. La corrida fue hecha para N = 8000
y € = 1,38. En la Fig. 3.8, se muestra la evolucion temporal de las orientaciones y
los momentos. En la parte superior para 1024 particulas, y en la inferior para 8192
con condiciones iniciales inhomogéneas. En la parte superior, se corta el tiempo
hasta el segundo QSS. En la parte inferior, se deja evolucionar hasta el equilibrio,
como se puede observar la forma de las distribuciones en el equilibrio y los QSS

son consistentes con las mostradas en la Fig. 3.7.
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Figura 3.8: Seguimiento de las orientaciones y velocidades de algunas particulas.

En la parte superior para 1024 particulas en la parte inferior para 8192.
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Los resultados realizados al modelo d-HMF', han revelado una rica fenomenolo-
gia en cuanto a los estados QSS que este presenta [57|. Sin embargo, la informacion
obtenida mediante la dindmica molecular nos lleva a hacer un segundo estudio me-
diante la ecuacion cinética de Vlasov para descartar los efectos de tamano finito

que pueden estar relacionados con la aparicion del primer QSS.
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Capitulo 4

Soluciones analiticas del modelo

d-HMF

4.1. Calculos en el ensamble candnico

En el ensamble canénico estamos interesados en el calculo de la funcion de
particion del sistema. A partir de ésta, es posible calcular la energia libre por par-
ticula, energia interna y la curva caldrica, entre otras cantidades termodinédmicas
1, 58|.

La parte interactuante de la ec.( 3.7), es comtnmente expresada en términos
del vector de espin = (cos;,sin6;). Luego podemos introducir el vector de

espin total,

— 1 &

M = N;WZ (4.1)
= (Mg, M,) (4.2)
= mexp(id), (4.3)

_>
donde (M,, M,) y m son las componentes y el modulo del vector M, respecti-

vamente, y ¢ denota la fase del parametro de orden. Luego, las ecuaciones de

29



movimiento son,

pPi = —A(2M, sin0; + M, cosb;) (4.4)

y la energia potencial puede ser escrita como,

A
U=-N3 (2M2 — M7 —2). (4.5)

Como se mencion6 anteriormente esta definicion es crucial en la definicion del nivel
de energia. En consecuencia, cuando ¢t = 0 la energia potencial es cero y la energia
cinética es maxima y coincide con el valor de energia total.

La funcién particion puede ser expresada como sigue,
Z(B,N) = /dN,/dNee (4.6)
— Zi(B,N)Zu(B, N), (4.7)

donde Zk (B, N) es la parte cinética y Zy (3, N) la parte interactuante. La parte

cinética bien conocida [35] y equivale a,

Zg(B,N) = /dN i €XP (‘éZP?) (4.8)

_ (%ﬂ)“. (19)

Por otro lado, la parte interactuante puede ser expresada como,
A
Zy(B,N) = / dNg,exp (5N§(2M§ — M — 2)) , (4.10)
en la que se puede notar que se tienen dos integrales gaussianas,
Zy(B,N) = e PN / AN g;ePNAME g~ BN M. (4.11)

Estas integrales gaussianas pueden ser reescritas mediante las transformaciones de
Hubbard-Stratonovich [91, 92],

T

i /Z dz exp (—b(z — M,)?) (4.12)

exp (bM7) = \/g/ dz exp (—ba® + 2bM,x) (4.13)



orb = /_ " dy exp <—% (% + z’\/BMy>2> (4.14)

bMQ 1 [e’s) y2 .
exp <— 2y> = \/%/_wdyexp <—% —zMyy> , (4.15)

entonces, aplicando al problema con b = SAN. En el equilibrio, se espera una

distribucion simétrica de las orientaciones p(6); luego para N grande tenemos que

: ) 2
M, = lim ¥ ~ /0 d0sin Op(0) = (sin ) = 0, (4.16)

entonces

exp (BANMJ?) =1/ @ /_Oo dz exp (—BANZ? + 25)\562(305 0;), (4.17)

vaey- L [Ty vy 418
P (_5 2 y) _\Wﬂw/m yexp (_25AN) - (4.18)

Si substituimos las ecs. (4.17) y (4.18) en (4.11), obtenemos

o0 2 o0
ZU<57N):€*5)\N %/ dye_l’ﬂyw/ dl‘@6>\Nm2/dN9i625)\mziC0S9i.
Vor2 | e

(4.19)

Luego escribimos

Zu(B,N)=1/ WTNe—f”N /_ "dg PN (2rIo(28 2))Y, (4.20)

donde I (y) es la funcion modificada de Bessel de k-ésimo orden. Luego la funcion

de particion puede ser expresada como,

N 27 \*
7= PN v (—”) Fn(BN), (4.21)
T 5
donde Fy(SA) representa la integral

o0

‘FN(ﬁ)\) _ / dr efN(,B)\x27ln(27rIo(25)\x))). (422)

—0o0
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Si tomamos ahora la funciéon f(z) = N(SAz? — In(271y(28)\z))), podemos definir

I (28)\z0)
Io(28Mz0)

magnetizacion. La derivada de segundo orden de la funcién f(z), evaluada en xo,

un extremo de la funciéon en ry = M, = m = que corresponde a la

esta dada por
£ (w0) = 4ANB (1 + BA(m? — 1))). (4.23)

Luego la funcién f(z) ~ f(zo) + 3(z — 20)*f" (20) + ... es explicitamente escrita

como
f(x) ~ N/B)\xé—Nln(QWIO(Zﬁ/\a:O))—F%(z—xo)QélNﬁ/\ (1+ BA(m* —1))), (4.24)

la cual puede ser calculada por la siguiente aproximacion,

/ Y e @~ / " dg e T@0) - K02 (wo) (4.25)
27

~ e /@) = F(N,BA 4.26

e | (NN, ()

donde F(N, SA) corresponde a la aproximacion de la funcion Fy(BA), la cual es
obtenida de la evaluacion de la ec.( 4.22) usando la aproximacion dada por la ec.(
4.24). Luego, Fn(BA) coincide con F(N, SA) cuando N — oo. En la Fig. 4.1 (a), se
describe Fy () comparada con F(N, S\) como una funciéon de S\ para ilustrar
la validez de la aproximacion (ver apéndice A). Se muestran los valores exactos y
aproximados los cuales se vuelven mas cercanos a medida que N crece. El mismo

efecto se muestra en el panel (b) de la Fig. 4.1 para las funciones definidas como,

Xn(B) = 5 In(Fx(63) (4.27)
X(N,B)) = %ln(]-"(]\f,ﬁ)\)). (4.28)

Entonces, Xny(8\) v X(N, 5A) coinciden cuando N — 0.

Luego la funcién de particiéon puede ser expresada como,

7 — BANG—B)\N <2_7T> Nz efNﬁ)\x3+N1n(27rIO(26)\xo)) ﬁ
Vo B V2NBA (L + BA(mZ — 1))
(4.29)
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Figura 4.1: La figura muestra las funciones; exacta (Fy(8\)) (F en la grafica iz-
quierda) y aproximada F (N, B\) (F4 en la grafica izquierda) por el método de
punto silla (SPM), las cuales son cercanas a medida que N crece. En (a) Fy(5A)
se compara con F (N, \) para varios valores de N. En (b), dX (N, 5)\)/dS para
diferentes valores de N es comparada con dXy_,(SA)/df (exacta), la cual coin-

cide con el cuadrado de la magnetizacion como funcién de la temperatura inversa

m2(BA).

donde z; es el extremo de la funcion f(z).
Ahora procederemos a obtener las magnitudes termodinamicas del sistema.

Calculando In Z, tenemos

N _[(2r\ 1, [BAN )

1 s
N In(27ly (28X -1 : 4.30
+ Nn@rlo(28Az0) 45 In (QNﬁ)\ (1+ﬁ)\(m2—1))) (4.30)
El caso limite de esta cantidad por particula es
., InZ 1 2w 9
La ultima expresion se evalta en el limite termodinamico, N — oo [33|, para
T =x. Sea p = Ff =— Nh’m In Z/N donde F es la energia libre por particula,
—00

luego tenemos

B

o(f) = —% In 3+ — i —Aa?+ (2l (262 (4.32)
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Figura 4.2: Describimos en (a) la energia interna € como funcion de 8. El punto
critico esté en e, = 3/2, . = 1 para A = 1. Adicionalmente, describimos en (b) el

calor especifico ¢, como una funciéon de 1/3, con . = 1.

Como mencionamos anteriormente la soluciéon del problema extremal se obtiene

de

La temperatura inversa critica es 3. = 1.

x (4.33)

Si A < 0, la ecuacion tiene como solucion trivial x = 0. En contraste, si A > 0,
la ecuacién tiene un conjunto de valores para x y f3, los cuales definen la soluciéon
del problema. Finalmente, la energia interna por particula se obtiene como una

funcion de la temperatura inversa y la magnetizacion

SZMZL—)\(mQ—l), (4.34)

op 20
donde m es la solucién del problema extremal ec.( 4.32) y corresponde a la solucion
del ensamble canénico. De ahora en adelante usaremos A = 1. En la Fig.4.1 des-
cribimos la magnetizacion de equilibrio m como una funciéon de la energia interna
e. La solucion analitica se obtiene del ensamble canénico dada por la ec.( 4.34).
El punto critico esta localizado en . = 3/2. Ademaés, en la Fig. 4.2 mostramos en
(a) la energia interna e como una funcion de 5y en (b) el calor especifico C,, como

una funciéon de 1/3. El comportamiento de las funciones termodinamicas ¢ y C,
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definen dos regiones diferentes. Esto refleja que el sistema presenta una transicion
de fase continua. En particular, la Fig. 4.2 (b) muestra, por un lado, que el calor
especifico crece cuando la temperatura aumenta y tras el punto critico cae y se
mantiene constante con el valor ¢, = 1/2, el cual corresponde a un gas ideal en

una dimension.

4.2. Calculos en el ensamble microcandnico

En esta secciéon nos centraremos en el calculo microcanénico de la entropia a
partir de la densidad de estados, y con éste la curva caldrica del sistema. Estos
resultados han sido publicados en [58].

En el ensamble microcanonico, a partir del hamiltoniano ec.( 3.7) es posible

encontrar el nimero de microestados
N
OB, N) = / T] dp:d6i3(E — Hy (6:,p:), (4.35)
i=1
donde podemos introducir una identidad de Dirac en K, luego
N N pg
QE,N—/dK dp;df;0 | K — L) 6(FE - K —U{0;}). 4.36
2.~ far TLamans ;2)< ©n. @)

Esta expresion puede ser separada en dos partes, la cinética y la configuracional,

esto es,

i fii($2)
Qconf(E - K) = /ﬁdel(s(E - K- U{el})7 (438)

donde Q(E, N) = [ dKQin(E, N)Qeont(E — K). Nuevamente, la parte cinética [35]

esta dada por,

(4.39)
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Figura 4.3: Nosotros describimos g(m), como una funcion de m para valores de (a)
e =09y (b)e=1.1,1.5,18 con A = 1. El valor ¢ = 1 cambia la tendencia de la

funcion g(m) en el intervalo 0 < m < 1.

Luego usando la propiedad InI'(V) = (N — %) InN—-N+ % In(27), y despreciando
unos términos sobre otros para N grande, tenemos,
N 2K
In Quin(K) ~ — [ 1+ In(27) + In — | . (4.40)
2 N
Definiendo £ = K + U, u = 2K/N, @ = U/N,y ¢ = E/N, Qun(K) puede ser
expresado como
N
Qin(K) =~ exp (5 (14+In(27) +1In u)) : (4.41)
La parte configuracional viene dada por
Qconf(E1 - K) =~ exp (ln Qconf)- (442)
Luego, la entropia es s = ]%, In Q, por lo tanto, Q(E, N) puede ser expresada como

Q(E, N) _ g/du eN(%-i—%1n(27r)+%lnu+sconf(Nﬂ))’ (443)

donde @ es la energia potencial por particula, luego Qcont(E — K) = Qcont(N@).
Como se realiz6 anteriormente, la integral se puede transformar en un problema

extremal dado por

s = %an(E, N) (4.44)

= %m (g / du exp (N (%Jr% In(27) + % In w4 Scont(N ub)) . (4.45)
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Resolviendo la integral (4.45) de la misma manera que para el ensamble canonico

1 N N N N -
s = Nln (5 exp<3+§ln(27r)>)sgp(§ lnu+Nsconf(Nu(u))>

1. N 1 1 1 _
=¥ In TR In 27 + sup (5 Inwu + sconf(Nu(u))) . (4.46)

Ademas, la energia potencial por particula puede ser expresada de la ec.( 4.5),

para M, ~ m and M, ~ 0 como,
a=U/N=-X(m*—-1). (4.47)
Delaexpresion U = E— K, i =ec—u/2,y u=2(e—1u) = 2(e + A\(m? —1)); luego,

en el limite termodinamico, la entropia se puede escribir como,

2 2

Ahora, calculamos la entropia configuracional s.,,s. Como se mostrd antes, el tér-

1 1 1 1
s=—+=-In27 + 3 In2 4+ sup {5 In(e + A\(m? — 1)) + Sconf<N'ljl,<'U/>)‘| . (4.48)

mino M, es despreciable comparado con M,, esta informacién puede ser introdu-
cida en Sconf, COMO sigue
N
Qeont = / [] a6 (Z cos f; — Nm) 5 (Z sin 9j> : (4.49)
=1 J J
esto es M, ~ m, y M, ~ 0. Luego, podemos calcular, expresando en la represen-

taciéon de Fourier

1\ a . . .
Qeont= <%) /dQ1/dqg/lH1del exp (quzcosﬁj—]\/m> exp(zq2 Zsm 8j> ,
= J J
(4.50)
la cual corresponde a la funcion de Bessel de primera especie Jy(z),
1\’ .
Qeont = <%> /dq1 /dq2 exp (N (—igim + In(2wJy(2)))) , (4.51)

donde el modulo de z is (¢? + ¢2)'/? Seguidamente, resolvemos la tltima integral

de la misma forma que en el canénico, se satisfacen las siguientes ecuaciones

i B4
AEE 0, (4.52)

_h e
OE 0, (4.53)
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donde las soluciones son ¢; = 0,y ¢ = —i7y, y 7y es la soluciéon de la ecuacion

= m. (4.54)

Denotando por By, (m) la inversa de la ec.( 4.54), obtenemos en el limite termo-

dindmico

1
Sconf = hm N In Qeont = —MBiny(m) + In Iy(Biny (m)). (4.55)

N—s00
Usando u = 2(s + A(m? — 1)), se tiene

11
5= 5—|—2ln 27r—|— In 2+Sup ln(a + A(m? — 1)) —=mBiny (m) +1Inlo( Biny (m))|. (4.56)

El problema extremal esta dado por la solucién de la ecuacion

Am
- BinV =Y, 4.
v (m) =20 (4.57)
donde definimos,
m
- 4.58
olm) = = (4.58)

la cual se muestra en la Fig. 4.3 como una solucion de la ec.( 4.57). La solucién
para ¢ < 1 se grafica en el panel (a). En el panel (b) la funcion g(m) para e > 1,
donde la magnetizacion es siempre m = 0. La tnica soluciéon para m # 0 ocurre
cuando ¢ < 1. La Fig. 4.3 muestra la funcion g(m) para diferentes valores de .
Llamando m = m(f) a la solucién del problema extremal para m, finalmente la
entropia puede expresarse como

=3 21n27r+ ln2+ ln(&?—l—)\( 2(6)=1)) =2 Biny(7) +1n In( Biny (m)).  (4.59)

La Fig. 4.4 muestra la entropia microcanénica del problema, y si tomamos la

derivada respecto a e, recuperamos la soluciéon canodnica, esto es

ds 1

=% 2(e + A(m? — 1))’ (4.60)
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Figura 4.4: Describimos en (a) la energia libre como una funcion de S, en (b) la
entropia s como una funcién de la energia interna . El punto critico estéa localizado

en 5. =1ye.=3/2para A = 1.

que coincide con la solucion candnica de la ec.( 4.34). Vemos que en el equilibrio de
BG, en el limite termodindmico hay equivalencia de ensambles entre el canénico
y microcandnico; sin embargo, como veremos en la siguiente seccion, al estudiar
el sistema fuera del equilibrio mediante dindmica molecular, es posible encontrar
estados QSS, que producen capacidades calorificas negativas en la zona cercana al

punto critico.

69



Capitulo 5

Dinamica de Vlasov del modelo

d-HMF

En esta seccion se derivan las ecuaciones para la dinamica de Vlasov, del modelo
d-HMF.
A continuacion a partir de la ec.( 3.7) es posible derivar una expresion para la

la energia potencial de una particula, cuya expresion viene dada por

N
A
¢ = 5 ; (cos(#) cos@; — 3cosbcosb; + 2))

NN
= W Z (sin@sind; — 2 cosf cosb; + 2)

j=1
= A(M,sinf — 2M, sin 0 + 2)), (5.1)

donde @ es la orientacion de la particula. En la ec.( 3.7) hemos dejado el factor
1/2 fuera de nuestro modelo ya que estamos considerando la energia que ejercen
todas las demaés particulas sobre una sola.

Pasando al continuo la ec.( 5.1) obtenemos
{U,t)) = /f(@’,p’, t)(2 + cos(8' — 0) — 3cos b cos6)dd' dp’
= 2—2M,cosf+ M,sind. (5.2)
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Figura 5.1: Distribuciones de equilibrio de las ec. 5.10 y 5.11 comparadas con los
datos de dindmica molecular. En a) la distribucion en los momentos y en b) la

distribucién en las orientaciones.

Derivamos la ec.( 5.2) para obtener las fuerzas de campo medio,

oU(o,t
_ou,b) = —2M,sinf — M, cos¥. (5.3)
ol
Luego como ]5 = ﬁm 7= —V(U), la ecuaciéon de Vlasov puede expresarse como
of | of : of
o +p% + (—2M, sinf — M, cos Q)ﬁ_p =0 (5.4)

y la energia total especifica o densidad de energia en el tiempo t es
e(t) = % /f(@,p, t)p*dOdp — %/f(&,p, t)(2 —2M, cos 0 + M, sin 8)dfdp
- % /f(e,p, t)p*dfdp + % (2 —2M2 + M2). (5.5)
Por otro lado de la ec.( 3.7) la energia de una particula queda,
o

e(d,p) = 5 +2 —2m, cos + my, sin . (5.6)

5.1. Funciéon densidad del equilibrio

Como se muestra en la referencia [70], las soluciones estacionarias de la ecuacion

de Vlasov vienen dadas por una funciéon que depende solo de la energia de una
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particula individual, esto es
f(0,p) = ¢(e(0, p)). (5.7)
Por lo tanto, para el equilibrio la densidad es
f(0,p) = Cexp (—Beq (P?/2 + 2 — 2m, cos O + mysind)) . (5.8)

Nosotros enfatizamos aqui la temperatura inversa para el equilibrio con subindice,
esto es (4, para distinguir del parametro 3 que usaremos para describir los estados
QSS fuera del equilibrio mediante Tsallis.

Normalizando la densidad obtenemos

_ \/Beqexp(2Beq)
C(2m)3210(2maBey)

(5.9)

A partir de este resultado, integramos la ec. (5.8) en p y 6, respectivamente, obte-

niendo las distribuciones en los momentos y las orientaciones,

olp) = /f(ﬁp) do = \/@65“]’2”7 (5.10)

QﬂgquCOSG
6) = (0, p) dp = 5.11
o) = [ 100 dr= 5 (511)

Como se aprecia en la Fig. 5.1, las soluciones analiticas coinciden con los resultados

de dindmica molecular.

5.2. Soluciones estacionarias de Vlasov fuera del
equilibrio

En esta seccidn, se presenta una transformacion que permite describir de ma-
nera adecuada los QSS del modelo d-HMF'. Esta transformacion permite conectar
la estadistica de Tsallis con la formulacion de Vlasov segtn el esquema de la Fig.

0.2
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Transformacion

Solucion q,_) q Formalismo
de Vlasov p = p de Tsallis
f->"P

Figura 5.2: Esquema de la metodologia utilizada para abordar el problema.

Primero daremos una pequena introducciéon al formalismo de Tsallis, el cual
se basa en el principio de méaxima entropia de Jaynes [41] sujeto a restricciones,
el cual permite obtener la conocida forma g-exponencial de Tsallis. Estas restric-
ciones, seran en nuestro caso, los valores de energia cinética de los QSS hallados
por dinamica molecular. Cabe mencionar que esta metodologia constituye una

variacion de la transformacion de Lima-Penna [54].

5.3. Formalismo de Tsallis y soluciones estaciona-
rias de Vlasov

La propuesta inicial de Tsallis [40], ha sufrido diversas variaciones con el ob-
jetivo de hacer compatible su formulacién con los principios de la termodindmica
y las leyes de la probabilidad. En aras de realizar una conexién adecuada entre el

formalismo de Tsallis y la dinamica de Vlasov es que utilizaremos la forma méas
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reciente dada por

1— [ pY(x)dx
—kp /p (5.12)

u, = (5.13)

1 = /p(as)d@ (5.14)

donde s, es la g-entropia, u, es el valor de esperado ¢ de la energia y ¢(z) es la
energia del estado .
La distribucion de Tsallis se obtiene al aplicar el principio de maxima entropia

de Jaynes, sujeto a las restricciones de las ecs. (5.12),

(ol + asuy + s,) =0, (5.15)
[ pi(x)e(x)dz [ p(z)de — [ dep?(x)dx

— = 1

) (al /p(x)dx + ay Tpi(e)de k - 0, (5.16)
como la energia total se conserva, luego
P (@e(x)  ugptH(x ) 1 —gp”'(z)

- = 0,(5.1

/dx (041 Y Tr()dz zquq b= . op(z) = 0,(5.17)

/ dx (a1 - 1—fq + Y (a)g {aQ j(;q)(;);‘; + f qD op(x) =0,  (5.18)

entonces, la probabilidad viene dada por

(5.19)

. =
0 |1+ P (o) = ug)]
p(x) - 1—q

g (L - ) ’

después de una manipulacién algebraica obtenemos

p(z) = (ﬁ) o {1 + k;yji)l‘l—(_x)il)x (e(z) — uq)} e _ (5.20)
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Por lo tanto, la normalizacién corresponde a la funcién de particion

1

Zy(P) = (#) N (5.21)

k

Para construir las distribuciones escolta (escort distributions), elevamos la pro-

babilidad al parametro ¢ e integramos en todo el espacio

q

pl(x) = (ﬁ) o {1 4 % (e(x) — uq)} T—q | (5.22)

finalmente, obtenemos

” 1+ s (o) — )]
flz) = pq< >d = [+ el | —. (5.23)
Jpi(z)de /lHM(e(;ﬁ)_u)}”das
k[ po(x)da '

Esta ultima distribucion, la ec. (5.23), es la que se utilizara para hacer la conexion
con la dinamica de Vlasov.

Uno de los principales objetivos planteados en esta tesis es describir los QSS
del modelo d-HMF mediante un esquema teérico. Cuando intentamos utilizar el
software vinf90 de Buyl 75| para describir los QSS hallados en el modelo d-HMF,
solo logramos describir el segundo QSS. Como este software no permite estudiar
en detalle todos los aspectos teodricos, es que optamos por este esquema analitico.
Los resultados mostrados en esta seccién se encuentran en proceso de revision
[59]. Partimos testeando una distribucion de Tsallis g-exponencial que optimizan
los valores de ¢’ y (' para las distribuciones halladas por las simulaciones. Luego,
mediante un algoritmo numérico variacional hallamos los valores de ¢’ y ' que

describen de manera mas adecuada estos estados !

. Una vez optimizados estos
valores, procedemos a contrastar los perfiles (ver Fig. 5.4).
La forma g¢-exponencial escogida como soluciéon estacionaria de Vlasov, para

describir los QSS, viene dada por

'En el apéndice A se describe el procedimiento de optimizacién utilizado para hallar los valores

optimos de ¢’ y ' para los dos QSS.
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1
fl@)=C(1 = (1= )Be(x))7, (5.24)
donde ¢’ y (' son parametros de la solucion de Vlasov, C es una constante de
normalizacion y e(z) es la energia de una particula individual. Por consiguiente,

el calculo del promedio de las cantidades termodinéamicas viene dado por

(0) = / O(x) f(x)dz. (5.25)

Como se menciond anteriormente, esta simple expresion calcula los valores de ex-
pectacion de cantidades fisicas de un sistema generalizado en el formalismo de
Tsallis a través del g-valor esperado (en inglés ¢ expectation value) definido pre-
viamente en la ec.( 5.12). Tomando en cuenta las ecs.( 5.23) y 5.24, escribimos

Después de manipular algebraicamente el argumento de la solucion de Vlasov,

llegamos a
[1_ (g5 (e(m)—u)]lzq N
T () da ‘ e it (1 (L= d)B (e() uq)) Z
[p)ds - (- (1- AT

(5.27)

Primero comparando los lados izquierdo y el derecho de la ec. (5.27) obtenemos

una relaciéon para la constante de normalizacién

v
[ pa(x)da

A continuacion conectamos ambas distribuciones, esto es

oo H () Q=) eln) - )\
~ T @ _Uq):| = (1 - T i ) . (5.29)

En consecuencia, la relacion entre los parametros ¢ de Tsallis y ¢’ de Vlasov ¢’ es

=C(1—(1-q)Bug) ™7 . (5.28)
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Figura 5.3: Energia cinética promedio por particula. A la izquierda, en simbolos
azules, los parametros de Tsallis ¢ y 5. En el lado derecho, simbolos en rojo, los
pardametros de Vlasov ¢’ y f’. La linea verde corresponde al equilibrio, esto es

valido s6lo si ¢ = 1

1
y la relacion entre los parametros 5y 3 es,
A-qg8 _ (A-q)F (5.31)
Jpri(@)de  1—(1-q)B, '
usando la ec. (5.28) encontramos
/ 2 A
p= F2-q) — (5.32)

C(1—(1—q)Bu,) =7
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Figura 5.4: Comparacién entre los resultados de dindmica molecular y la solucién
de Vlasov. En el panel izquierdo, el primer QSS y en la derecha el segundo QSS.
La linea negra es un ajuste gaussiano, de color rojo, la soluciéon de Vlasov, y en

circulos azules los datos de dindmica molecular.

Por lo tanto, empleando las soluciones de Vlasov y la probabilidad g-exponencial,
se propone una conexion formal entre ambos esquemas; més precisamente, se pre-
sentan soluciones estacionarias de Vlasov como distribuciones g-exponenciales ade-
cuadas para ambos QSS. En la Fig. 5.3, se muestran los resultados obtenidos para
los dos QSS. Se observa, cuando el valor de energia cinética promedio se acerca al
valor del equilibrio, ¢ — 1. Observamos en la Fig. 5.4 que la mejor descripciéon ocu-
rre para el segundo QSS, mientras que para el primer QSS la solucion de Vlasov si
bien tiene los mismos valores de energia cinética y magnetizacion, la aproximacion
es Optima, pero no es buena. En la tabla 1 se resumen los valores de los parametros

tanto de Vlasov como Tsallis.

Tabla 1.Resumen parametros de Tsallis y Vlasov para los QSS y el Equilibrio.

78



Estado q ok q B (2K/N) m,
1QSS 0.750 0.625 0.800 9.091 0.800  0.150
2QSS 0.300 0.338 0.588 9.524 0.760  0.000

Equilibrio 1.000 1.050 1.000 1.050  0.951 0.309

5.4. Distribuciones analiticas en las orientaciones
y en los momentos

Los resultados mostrados en la seccion anterior 5.3 (Fig. 5.4) corresponden a
integraciones numéricas de la solucion de Vlasov propuesta en la ec. (5.24). En esta
seccion revisaremos la integracion analitica que permite obtener las distribuciones
en las orientaciones y en los momentos.

Las distribuciones en las orientaciones y los momentos se obtienen a partir de

la integracion de la ec. (5.24), esto es,

™

/ 1O.0)p, o) = [ 1(0.0)d0, (5.33)

donde se obtiene C de la condicién

/oo " 10, p)dbdp = 1. (5.34)

Utilizaremos la transformacion de Cahen-Mellin |55, 56|, que para el caso de la

funcién exponencial resulta ser la funcién gamma, dada por

I'(z) = /000 ¥ e dx (5.35)

que puede ser invertida mediante la transformacion x — xy, esto es

1

—z > z—1 _—xy
= —— Y e ™dy. (5.36
w7, )

A partir del ansatz dado por la ecuacion 5.24, tenemos que z =1/(¢' — 1) y
=(1-(1-q)8 @ +V(), (5.37)
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inmediatamente, podemos integrar la ecuacion (5.4) en los momentos para obtener

la distribucién en las orientaciones

k/wa—de- &/“ j/ “Loxp (—(1+ (¢ — )B'(B3/2 + V(6)))y) dydp
(5.38)

Invirtiendo el orden de integracion al lado derecho de la ecuacion 5.4, tenemos el

siguiente resultado

z—1

- exp(—(1+ (¢ = DB'®*/2+V(0)))y)dpdy,
(5.39)
si ¢’ > 1, entonces

o(0) :-EL/WZ exp(-(1+ (¢ = DEVON, [y

_ ~/q_1 / Y exp(—y(1+ (g — DBV (0)))dy,

(5.40)
haciendo el cambio de variables u = y(1 4 (¢’ — 1)3'V(0)), obtenemos
C 2w ’ , —241/2
o0 = o\t~ D+ = Dave) L Gy

Esta distribucion es especial ya que presenta un cambio importante de comporta-

miento cuando el exponente se vuelve a cero, esto es:

_ g i 42

z—|—2 1_q/+2 0 (5.42)
1 1

== 5.43

1—¢ 2 ( )

2=¢ —1 (5.44)



¢ =3 (5.45)

Al integrar nuevamente la ec.( 5.41), podemos encontrar una expresion para la
constante de normalizacion C

/ p(0)do =1 (5.46)

En lo que viene, vamos a especificar el potencial del problema, el modelo d-HMF,

donde
V(0) =2 —2m,cosf +m,sind (5.47)

Deseamos estudiar las soluciones de la ecuaciéon de Vlasov para el caso € = 1.38,

del que se obtiene m, = 0.309 y m, ~ 0.

T 2 _ I (9 — 9 cos —2+1/2 _
/_FP@\/EF(Z 1/2) (1 + (¢" = 1)B'(2 — 2m, cos 0)) o =1,

(5.48)

C 27 B ™ I (9 — 9. cos —z+1/2 _
I(z) (q/_l)ﬁ,F(z 1/2)/ﬂ(1+(q 1)B'(2 — 2my cosf)) do =1,

(5.49)

C= P(ZF—(Zi/Q) W//Z (1 + (q/ _ 1)6/(2 — 2m,, cos 6))fz+1/2 do

(5.50)

A continuacién, se muestran algunas distribuciones para diferentes valores de

81



0.5

0.4+

0.3

0.1

0.0

Figura 5.5: Distribuciones en las orientaciones p() y en los momentos o(p), en

funcion del parametro ¢'.

Tabla 2. Algunos valores de ¢’ y ', para los que se obtiene ¢ = 1.38.

q g\ | U) | e

1 1.0515 | 0.4755 | 0.9045 | 1.38
1.050 | 1.2568 | 0.4788 | 0.9012 | 1.38
1.100 | 1.5603 | 0.4826 | 0.8975 | 1.38
1.150 | 2.0545 | 0.4869 | 0.8932 | 1.38
1.200 | 3.0001 | 0.4919 | 0.8882 | 1.38
1.250 | 5.5270 | 0.4977 | 0.8824 | 1.38
1.275 | 9.5100 | 0.5009 | 0.8791 | 1.38

La tabla 5.4 muestra la dependencia del parametro ' en funcion en ¢’ y la variacion
de la energia cinética y potencial a medida que ¢’ crece. El valor ¢ = 1 es el caso
gaussiano mostrado en la seccién anterior.

Vamos ahora a obtener o(p),

o(p) = / " 10, p)do, (5.51)

utilizaremos la integral tipo Mellin ec.( 5.4), donde, x = 1+ (¢’ —1)5'(p*/2+V (9))

y z=1/(¢" — 1). De esta manera tenemos,
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olp) = / " amdo

— % /_: /OOO v lrexp{—[1+ (¢ — 1B (p*/2+ 2 — 2m, cos(9))] y } dydb
(5.52)
separando tenemos,
o) = 5 [ v e = [+ 0 - DEGH 2+ 2)] )
-/ exp {2ma(q — 1)F cos(B)y} dbdy  (5.59)
luego,
o) = s [0 e (= [ 0 = D8 G2+ 2)] o} o' = D)y

(5.54)

La dltima expresion no tiene primitiva conocida, excepto para ciertos valores de
p, ¢, By ms, que no son los que determinan el valor de energia ¢ = 1,38. La
convergencia de esta integral, depende del valor del parametro ¢'. Si ¢’ < 1 la inte-
gral diverge. Haciendo un anélisis de la convergencia, tenemos que la exponencial
compite con la funciéon modificada de Bessel; el producto e~ I(bx) converge sélo

sia>b.
L+ (¢ — DB ®*/2+2) > 2m,(¢ —1)B. (5.55)

Para las condiciones que pretendemos modelar, se tiene que m, = 0.309 de lo que

obtenemos,
1+ (¢ =D P*/2+2) >2-0.309(¢ —1)5 (5.56)
Claramente para el valor mas bajo del lado izquierdo tendriamos que p = 0.
1+2(¢ —1)p >2-0.309(¢ —1)5 (5.57)
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Figura 5.6: Integrando de la expresion 5.54 para ¢’ = 1.1, con parametros 5 =

1.5603 y m, = 0.309 que garantizan ¢ = 1.38.

con lo que tendriamos siempre convergencia, al menos en este producto. La funcion
potencia y*~!, también juega un rol importante en la convergencia de esta integral,
la cual diverge si z—1 < —1, lo que nos lleva al resultado ¢ > 1 (condicién necesaria
para la convergencia). En la Fig. 5.6, se muestra un ejemplo de esta funcion.

Por otro lado podemos calcular la energia cinética promedio en funcion de 6,

esto es:
w0 = [ 5 o0, (5.58
0= [“ L - 0@V T 65

De la misma manera anterior, utilizamos la integral de Mellin, con los mismos
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parametros, esto es,

C oo o0 , ,
<K> (9) = / / p2yz716—[1+(q -8 (172/2'*“/(9))]ydydp7 (5.60)
2F(Z) —o0 J0

C o0 ! ! > ! /
(K)(0) = / y*le~ (4@ -1)8 V(G)}y/ er*[ﬁ (a ’1)p2/2]ydpdy, (5.61)
QF(Z) 0 —00

La integral en los momentos es facilmente integrable, pues,

> 2 —ax? _ \/7_T
/_oox e dr = 553/ (5.62)
C > / ! \/7_T
(1)(0) = gy | e v dy,  (5:63)
20(2) Jo 2(y(q — 1)p/2)"
(K)(6) = evn / e DOy (5.604)
AT (2) (¢ = 1)B'/2)** Jo

Nuevamente esta integral, se resuelve facilmente,
/ 272 dy = B3P T (2 — 3/2) (5.65)
0

finalmente,

_ CVAl(z = 3/2) [L+ (¢ = 1)BVO)"*
AT (2) ((¢' — 1)5’/2>3/2

Ahora debemos obtener (K) integrando en ¢, numéricamente.

(K)(0)

(5.66)

C/rl(z —3/2) N , , 3/2—2
K) = . 1 -1V (0 dae, 5.67
S T /_J e -DpV) (5.67)

Realizando la transformacion de Mellin con z = [1+ (¢’ — 1)’V (0)] y w = z—3/2,

tenemos,
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o / x*wdﬁ— / / o+ =DBVOY 7,40
=) <><< ﬁ'/? ) y
B C\/_ yw_le_[1+(q/_1)6/(2_2mxcosG)]ydydg

~1)8'/2)"* )= Jo

a0() (¢
3/2 oo
- 7 ((q’ i”m,) | e g 2 5 — 1)),
0

(5.68)

Esta tltima integral nuevamente no tiene primitiva conocida para los valores de
¢, By m, compatibles con ¢ = 1.38.
De la misma manera, podemos encontrar la expresiéon analitica para calcular

la energia potencial promedio por particula.

(U)(0) = /_OO (2 —2my cosB) f(0,p)dp, (5.69)

[e.e]

)8 = C/_ﬂ(l —mgcos0)(1+ (¢ —1)B'(p*/2 + 2 — 2m, cos 9))_ﬁdpa
(5.70)

si integrando en las orientaciones, como la funcion f(6,p) estd normalizada tene-

mos,

(U)=1- me/ / cosO(1+ (¢ — 1) (p*/2 + 2 — 2m, cos 9))7tz’%1dpd6’,
(5.71)

usando la transformaciéon de Mellin,

<U> =1— ?Zn; /oo /ﬂ— /Oo COS Qy?«’—le—(1+(q'—1)ﬁ/(p2/2+2—2mw Cos9))ydpd9dy’
z 0 —7 J —00

(5.72)
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(U)=1- ?En; /°° /°° yzilef(H(q/*l)B/(pQ/ZH))y /7T cos Qe (@ =1ma o0y g0 g gy
z) Jo

- - (5.73)

la integral, en las orientaciones, se puede calcular y corresponde a una funciéon de

Bessel modificada de primera especie I, luego tenemos,

C T oe o / ’
w0 (g~ t)my)dpay,
z 0 —00

(5.74)

vy =1-

la integral en los momentos también se puede calcular, es una gaussiana,

2 C T oo ’ / o / /
{Uy=1- 7;(:; / y7 e (12(a~1)8 )y/ e~ (@18 p2/23’dp11(25’(q’ — 1)myy)dy,
0

—00

(5.75)

2rCm, [ a1 — '_1\g’ 2m 10
Uy =1- T /0 Lo~ (142(a =18y /mh@B (¢" = 1)m.y)dy,

(5.76)
(27'(_)3/20777/33 o 2—3/2_—(14+2(¢—1)8") v,
0y =1 =08 (28 (¢ — Vmay)dy,
{U) OV 126°(d" = V)may)dy
(5.77)

Nuevamente esta integral como hemos mencionado anteriormente no tiene pri-
mitiva conocida. Sin embargo, es posible obtener los valores de la tabla 5.4 a partir

de esta expresion realizando una evaluaciéon numérica.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se investig6 la dindamica y termodindmica del modelo d-HMF,
describiendo los estados de equilibrio y los estados QSS presentes.

El problema se resolvié analiticamente en el conjunto canénico mediante los
procedimientos estdandar de la mecénica estadistica calculando la funcién de par-
ticion y la posterior derivacion de la energia libre de Helmholtz para finalmente
obtener la temperatura del equilibrio y la magnetizacion. En el proceso se emplea-
ron las transformaciones reales y complejas de Hubbard-Stratonovich. Asimismo,
el problema se resolvié analiticamente en el ensamble microcanénico calculando
directamente el ntimero de microestados accesibles para obtener la entropia del
sistema. Comparando ambos resultados se demostro la equivalencia de ensambles
entre el canénico y microcanoénico.

Desde la perspectiva de la teoria cinética, se encontré la funcion de distribu-
cion de equilibrio BG del modelo d-HMF dada por la ec.(5.8) y las distribuciones
marginales en las orientaciones y los momentos dadas por las ecs.( 5.10) y 5.11,
las cuales se corresponden con los datos obtenidos por los métodos de la dinamica
molecular, como se observa en la Fig. 5.1.

Mediante los métodos de la dinamica molecular, se encontré que si dejamos

evolucionar el sistema desde condiciones iniciales uniformes (water-bag), el sistema
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queda atrapado en estados QSS descritos por diferentes valores de magnetizacion
y energia cinética promedio y cuya duracion crece conforme crece el niimero de
particulas como se observa en las figuras 3.2 a) y 3.3. Los resultados fueron inter-
pretados como la existencia de dos estados QSS diferentes, un primer estado QSS
de energia cinética promedio mayor que el segundo QSS. Ademas se encontré una
ley de potencia Ref. [1, 57| para el tiempo de duracion del segundo QSS como se
observa en la Fig. 3.5 a), lo que sugiri el estudio del sistema basédndonos en la
dindmica de Vlasov. Por otro lado, se encontré que el sistema es altamente sensible
a las condiciones iniciales como se aprecia en la Fig. 3.2 b), lo que sugiere futuros
trabajos respecto a la caoticidad del modelo.

La hipotesis central del problema consistié en la aceptacion de la existencia de
estados QSS presentes en la dinamica fuera del equilibrio que result6 en la obser-
vacion de dos estados QSS en el modelo d-HMF y que éstos pueden ser descritos
mediante la dinamica de Vlasov. Bajo este supuesto se llevaron a cabo simulaciones
mediante los métodos de la dindmica molecular para obtener informaciéon adicional
sobre las distribuciones en los momentos y las orientaciones de los estados QSS y
posteriormente intentar describirlos mediante una funciéon de distribuciéon analiti-
ca. Esta hipotesis resulto ser acertada, pues mediante la dinamica de Vlasov, se
encontraron (de forma analitica) funciones de distribucion del tipo g-exponencial
para describir los estados QSS del modelo, siendo més adecuado el procedimiento
para describir el segundo estado QSS y presentando limitaciones para describir
el primer QSS como se aprecia en la Fig. 5.4. Los resultados sugieren valores de
los pardmetros ¢’ y 3’ 6ptimos (mostrados en la tabla 1) para la descripcion de
estos estados mediante la funcion de distribucion de la ec.( 5.24). A raiz de esta
investigacion se logro publicar recientemente un articulo en Physica A Ref. [59].

Las soluciones encontradas del tipo g-exponencial sugieren la existencia de
una relacion estrecha con la estadistica de Tsallis. Como se mostré en la seccion

5.3, se encontr6 una transformacién entre los parametros ¢ y [ de Tsallis con
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los parametros ¢’ y 8’ propuestos en las soluciones estacionarias de Vlasov. Este
resultado nos permite mirar la termodinamica y al menos sugerir una posible
conexion entre la estadistica de Tsallis y las soluciones de Vlasov.

Por ultimo, se encontraron (de forma analitica) las distribuciones marginales
p(0) y o(p) para estados estacionarios fuera del equilibrio, mediante la transforma-
cion Cahen-Mellin, tomando como funcion la forma g-exponencial propuesta en la
ec.( 5.24). La solucion exacta para la distribucién marginal en las orientaciones p(6)
viene dada por la ec.( 5.41), sin embargo, la distribucién marginal en los momentos
o(p) resulté no tener primitiva, por lo que solo fue posible obtener una expresion
integral dada por la ec.( 5.54), cuyo calculo debe realizarse numéricamente.

El d-HMF es un modelo interesante, porque estd construido a partir de un
hamiltoniano no simétrico, lo que representa un ejemplo de un modelo con una
transicion de fase que probablemente no provenga de una ruptura espontanea de
la simetria, hecho se seréa investigado en futuros trabajos, asi como también la veri-
ficacion de la hipotesis de ergodicidad y la caoticidad del modelo. Adicionalmente
un posible trabajo futuro seria la implementacion de un método Monte Carlo para
la descripcion del equilibrio y también posibles aplicaciones del modelo al estudio
de rotores moleculares y/o dispositivos de cortina eléctrica.

Por tltimo esta tesis puede ser de interés para estudiantes que estén iniciando
sus trabajos de investigacion en este campo, ya que entrega una perspectiva general
de las técnicas tedricas analiticas y computacionales que permiten describir la

dindmica y la termodinamica de sistemas con interacciones de largo alcance.
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Apéndice A
Algoritmos computacionales

Solucién analitica canénica
Para comparar los célculos de la funcién de particion completa, versus la apro-
ximacion del SPM de la ecuacion 4.24, esto es Fn(SA) comparada con F(N, SA),

se utiliza el método del trapecio con n = 1000 rectangulos.

/abf(x)dx - b;a f(a);f(b) +¢:1f (CH_kb_ a)] (A.1)

n
Para la Fig. 4.1, solo se calcula hasta N = 100, ya que F(N,8\) ~ 10%%% para
N > 100.

Dinamica Molecular

La dinamica molecular es una herramienta poderosa para resolver la dindmica
de sistemas en los que se conocen las ecuaciones de movimiento de cada particula.
La desventaja es el tiempo de simulaciéon porque la integracion de las ecuaciones
de movimiento se vuelve computacionalmente més demandante conforme crece el
nimero de particulas. Existen diversos mecanismos para integrar las ecuaciones
de movimiento, ejemplos de ellos son el algoritmo Método de Euler, Runge-Kutta,
Verlet, coeficientes simplécticos, etc.

Para esta tesis se utiliz6 un algoritmo simpléctico de cuarto orden [64] para

integrar las ecuaciones de movimiento. Ademés se implement6 una paralelizacién
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MPI del codigo en FORTRAN90. En la Fig. A.1 se ilustra la estructura general
del codigo.

Declaracién de
variables

v

Condiciones iniciales

v

Calculo de
momentos y
orientaciones

v

Calculo de energia,
magnetizacion, etc.

Figura A.1: Estructura del codigo del programa de dindmica molecular. En la etapa
de condiciones iniciales, se generan nimeros aleatorios que siguen una distribucion
uniforme (water-bag initial conditions). La parte central del codigo esta en el
calculo de los momentos y las orientaciones, aqui se encuentra la rutina simpléctica
para el calculo de integracion de las ecuaciones de movimiento. En esta etapa es

donde se almacenan los datos de interés en los archivos.

Soluciones estacionarias de la ecuaciéon de Vlasov

Para describir las soluciones mas cercanas a las distribuciones encontradas por
los métodos de la dinamica molecular, se realiza un proceso de optimizaciéon que
permite obtener los parametros ¢’ y 5’. Este procedimiento considera los valores de
energia cinética promedio de los estados QSS hallados, es decir (2K/N) = 0.800
para el 1QSS y (2K/N) = 0.760 para el 2QSS. Se implement6 con el software

mathematica, dejando libre los parametros de magnetizacion M,, ¢’ y 5. Con este
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procedimiento se logran determinar los tres estados que se aprecian en la tabla 1, es
decir los dos estados QSS y el equilibrio. Con menor probabilidad se encuentran los
estados con la magnetizacion M, = 0.15 (1QSS), luego, con mayor probabilidad se
encuentran los estados con valores de magnetizacion M, = 0 (2QSS) y M, = 0.309

(equilibrio), en este tltimo cabe resaltar que se obtienen los valores esperados de

/:]‘Y/B/ZBEQ‘
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Apéndice B

Funcion de distribuciéon uniforme

(Water-Bag)

Ahora, veamos como obtener la funcién de distribucién en los momentos y en

las orientaciones para una distribucion uniforme (water-bag), y que corresponde a

un valor constante de la distribuciéon en un cierto rango de los momentos y de las

orientaciones, esto es 6 < |6y| y p < |po|. Al normalizar se tiene,

1
460po

f(0.p) =
Entonces, la distribucién en las orientaciones es:

/ f(0,p)d 290

Mientras que la distribuciéon en los momentos es:

6o 1

o(p) = f0,p)dp = —

—6o 2po

(B.1)

(B.2)

(B.3)

Recordemos que para la distribucion uniforme f(6,p) = 1/46po, se tiene que la

energia total es:

6—/ / —f@pd@dp+ / / (2 —2my, cos @ + mysin ) f(0, p)dbdp,
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donde

/ / f(6,p) cosBdbdp,

/ / (6, p) sin 0dbdp, (B.5)

donde m, = sinfy/6y y m, = 0, la energia total es,

2 )
Do sin” 0y po

= — 1 —
€ 6 + 02 6

+1- (B.6)
Para el caso homogéneo 0y = 7, m = 0, se obtiene que
po = /6(c — 1) ~ 1.51. (B.7)

Consecuentemente, la energia cinética promedio del water-bag homogéneo es:

/ / _fepdedp_ 62 (B.8)

(K) = 0.38, (B.9)

asi, las distribuciones en 6 y p son,

1
p(0) = — = 0.159155, (B.10)
200
(p) = — = 0.331133 (B.11)
o\p) = 20 = U . .

Para un water-bag inhomogéneo, por ejemplo 6y = 0.01, la magnetizacién por
particula es alta (cercana a la unidad), por lo que casi toda la energia del sistema

es energia cinética,

. 2 0
Po = \/6 (e 14+ 0) ~ 2.877464162, (B.12)

0%
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2

(K) = % — 1.379966667,

1 1

0,p) = =
JO0.p) = e = T70.01 22078

= 8.688205514,

Para un water-bag 6y = 7/2 tenemos,

. 29
po = \/6 (e 1+ S”;2 0) ~ 2.170647002,
0

2
(K) = % — 0.7852847346.

Para un water-bag 6y = 7/4 tenemos,

. 29
o= \/6 (e 1 Sm@ 0) ~ 2672717122,

0

2

(K) = % — 1.190569469.

Para un water-bag 6, = 7/3 tenemos,

1sin* 6
Do = \/6 <e 1+ 51;1 0) ~ 2.6603843313
0

2
(K) = % =113

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

Los valores obtenidos de pg para los diferentes tipos de condiciones iniciales,

fueron utilizados para fijar las condiciones iniciales en el programa de dinamica

molecular. Con esto se realizo el estudio mostrado en la Fig. 3.3 b).
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Resumen

En la presente investigacion se describe un sistema de N dipolos eléctricos con
condiciones de borde periédicas. Una primera aproximacion de campo medio del
modelo en una dimensién ha sido estudiada recientemente, llaméndole modelo d-
HMEF, por su semejanza al modelo HMF'. De éste se encontro la solucion analitica
en el ensemble canénico, ademéas de su estudio fuera y en equilibrio mediante di-
namica molecular, utilizando condiciones iniciales del tipo water-bag. Con estas
condiciones se observaron dos estados cuasi-estacionarios (QSS) fuera del equili-
brio, los cuales fueron caracterizados a través de instantaneas del espacio de fases
(snapshots), distribucion de velocidades, leyes de escala, energia cinética promedio,
etc. Sin embargo la dinamica molecular es atn incompleta, respecto a la natura-
leza del primer QSS. Ahora se investiga su naturaleza mediante otra técnica; la
dindmica de Vlasov, la cual ha sido 1util para describir los QSS del modelo HMF.
Hasta el momento se esté averiguando si este primer QSS efectivamente aparece
en esta dinamica. Los resultados obtenidos hasta el momento no son concluyentes
y es necesario realizar méas simulaciones numéricas ajustando los parametros del
programa computacional. Se espera que la dinamica de Vlasov sea concluyente
respecto a la naturaleza del primer QSS encontrado por dindmica molecular. De
manera paralela se trabajo en la resoluciéon del modelo d-HMF en el ensemble
microcanoénico, del que se logr6 la obtener diversos observables termodinamicos
tales como la entropia, magnetizacion, energia interna, calor especifico, etc. Los
resultados mostraron la equivalencia del ensemble canénico y microcanénico para

este modelo.
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Capitulo 1

Introducciéon

Muchos modelos en fisica teérica han sido propuestos con el fin de explicar
la realidad. Algunos de ellos han logrado describir una parte de ésta, y con el
tiempo han sido mejorados logrando hacer una descripcion mejor. Otros modelos
preliminares han servido para mostrar que pueden capturar cosas similares a las
que ocurren en la realidad, y otros cuantos no han logrado, en su momento, mostrar
su utilidad practica.

Los modelos que han sido introducidos y que conllevan interacciones de largo
alcance han sido principalmente sistemas astrofisicos y plasmas, sin embargo en
escalas méas pequenas la gran mayoria son modelos con interacciones de corto
alcance.

El modelo d-HMF es el primer modelo que considera el potencial dipolar eléc-
trico para describir una dindmica de muchos dipolos, y si bien hasta el momento
solo se ha resuelto en una dimensiéon y en aproximacion de campo medio, este
modelo presenta una transicién de fase continua, del tipo para-ferromagnética.

La importancia de este hecho estd en que puede ser utilizado en diversas apli-
caciones, ya que tanto en el area de la biologia, quimica como de la tecnologia,
existen sistemas formados por dipolos eléctricos (enlaces idénicos) tales como NaCL,

HCI, LiF, CaNO3, MgO, SiO2, NO3 etc, los cuales, ademas son abundantes en la



naturaleza y esenciales tanto para el metabolismo de los seres vivos, asi como en
la elaboracion de materiales de uso industrial. En los dltimos anos la caracteri-
zacion de rotores y motores moleculares ha tomado gran interés en la comunidad
cientifica, pues constituye un aporte sustancial en la comprension del funciona-
miento de los organismos microscopicos que permiten la vida, por lo que resulta
un buen motivo para realizar el siguiente estudio. Recientemente se han realizado
varios trabajos que concluyeron en la creacién de los primeros motores moleculares
artificiales [1-4], en los que mediante campos eléctricos y magnéticos se ha logra-
do generar movimientos de traslaciéon y rotacion de moléculas. Con la tecnologia
actual por ejemplo, se pueden controlar bancos de células (bacterias) mediante el
uso de estas técnicas [5].

Asimismo, varios estudios teoricos clasicos han sido desarrollados para modelar
el comportamiento de cargas eléctricas sometidas a campos eléctricos y/o magné-
ticos [8-13], los cuales nos han mostrado la diversidad de movimientos posibles
para distintas condiciones iniciales. En el ambito de la tecnologia, estos estudios se
han utilizado para crear un aparato llamado cortina eléctrica [7-13|, que sirve para
aislar pequenas particulas en su interior, mediante el uso de campos eléctricos. De
ahf la importancia de estudiar sistemas formados por cargas eléctricas en presencia
de campos eéctricos y/o magnéticos.

Debido a su naturaleza, los sistemas formados por dipolos eléctricos se en-
marcan dentro de los sistemas con interacciones de largo alcance los cuales seran
descritos en la siguiente seccion.

Por otro lado es posible que este modelo pueda utilizarse para diversas apli-
caciones, como es el caso de los motores moleculares y los aparatos de cortina
eléctrica (Electric curtain device), los cuales estan relacionados con el estudio de
sistemas formados por dipolos eléctricos. Los resultados de esta investigacion, nos
conducirdn de manera directa a las aplicaciones aqui mencionadas.

La mecanica estadistica junto con la teoria cinética, constituyen herramientas

10



muy poderosas para estudiar la dindmica y termodinamica de sistemas formados
por muchas particulas dentro y fuera del equilibrio a partir de una configuracion
inicial dada.

En los ultimos anos se han desarrollado modelos teéricos que intentan des-
cribir situaciones fisicas reales, tales como Van der Waals, Curie-Weiss, Einstein,
Brag-Williams, Bethe-Peierls, Ising, Potts, Chandrasekhar, Hydrodynamics, Self-
gravitating, HMF [16-25] e incluso con aplicaciones sociales [26]. Estos modelos
han sido popularizados y resueltos analiticamente en libros tales como [27-31, 33—
36|. Sin embargo muchos de ellos atin no tienen solucién analitica conocida, como
es el caso del modelo de Ising en 3 dimensiones. Esto debido a la dificultad a la
hora de resolver las integrales de movimiento. Por esto, es que se hace necesario

resolver numéricamente las ecuaciones mediante:

1. Dinamica molecular: Esté basada en la integracion directa de las ecuacio-
nes de Newton, por lo que permite encontrar la posicion y velocidad de cada
particula del sistema en cada instante. Como sabemos el conocer estas dos
cantidades en cada instante nos da toda la informacién del sistema, por lo que
dejando que la simulacion corra y esperando lo suficiente, el sistema pasara

desde las condiciones iniciales hasta el equilibrio de Maxwell-Boltzmann-

Gibbs (MGB).

2. Métodos Monte Carlo: Estos métodos utilizan probabilidades y ecuacio-
nes maestras para simular la situacion de equilibrio y obtener asi la entropia
y la curva calérica del sistema. La dindmica en ellos es ficticia, sin embar-
go simula bastante bien la situaciéon de equilibrio ya que se producen tantos
cambios en el sistema que al simularlos de manera aleatoria y con la probabi-
lidad del ensemble canoénico, se logra una correcta descripcion de la situacion

de equilibrio.
3. Ecuaciones cinéticas: Maxwell, Boltzamnn y Gibbs, desarrollaron en con-

11



junto la teorfa cinética mediante la descripcion de la funciéon de distribucion
de probabilidad f(7, p, t). Esta funciéon contiene toda la informacion del siste-
ma, y a partir de ella se pueden calcular todas las cantidades termodinédmicas
tales como la energia cinética promedio, energia interna, entropia, etc, y nos
dice como estan distribuidas las particulas en el espacio de fases. Como la
descripcion de las N particulas que forman el sistema requeriria una funcion
de distribuciéon que contenga las posiciones y veolcidades de cada particula,
se asume que las particulas son idénticas y que por tanto al describir la de
una particula se puede describir el sistema completo, entonces 7y p son la

posicion y momentum de una sola particula en un tiempo t.

El punto més fuerte de esta funcién es que al guardar toda la informacién
relevante del sistema, describe la evolucién desde sus condiciones iniciales

hasta el equilibrio final de MBG.

Como la funcién de distribuciéon es una funciéon de tres variables la evolucion
temporal de ésta nos da la famosa ecuaciéon de Boltzmann o también llamada
ecuacion cinética,

Z—J; = g—?df—i— g—j;dﬁ—l— % (1.1)
El cambio de esta funcién en el tiempo equivale al ritmo con el que entran
y salen particulas en un infinitamente pequeno pedazo del espacio de fases

d*Fd3p. Este término es llamado operador de colision I(f) = %, ya que los

eventos de colisién entre las particulas determinaran este flujo.

Dependiendo del sistema que esta ecuacion estudie, puede tener varias for-
mas. Ejemplos de estas ecuaciones son la ecuaciéon de Lorentz, jerarquia
BGGKY, Klimontovich, Vlasov, Poisson-Boltzmann. La ecuacién de Vlasov,
es la ecuacion de Boltzmann sin colisiones, esto quiere decir que el operador

colision es identicamente cero.

Por otro lado, cuando no se conocen las interacciones que gobiernan el sis-
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tema, existe otro tipo de ecuaciones llamadas ecuaciones maestras, que in-
cluyen términos probabilisticos similares al operador de colision, ejemplos
de ellas son la eucacion de Langevin, Difusion, Fokker-Planck, Chapman-
Kolmogorov, etc [34]; todas intentan obtener informacion del sistema por
medio de fuerzas de caracter aleatorio, lo que permite entre otras cosas, des-
cribir por ejemplo el movimiento Browniano. Estas ecuaciones son utilizadas

en los métodos monte carlo.

La utilizaciéon de alguna de estas herramientas depende en concreto de lo que
se desee estudiar. Si bien es posible utilizar todas, cada una de ellas entregara,
mas o menos, la misma informaciéon del equilibrio MBG, pero queremos estudiar
lo que sucede fuera del equilibrio, lo mejor seria utilizar la dindmica molecular
y la ecuacion cinética, ya que los métodos Monte Carlo simulan la situacion de
equilibrio MBG.

Lo interesante del estudio fuera del equilibrio es la presencia de estados llama-
dos meta-estables o cuasi-estacionarios. Estos estados suelen aparecer en regiones
cercanas a la zona de transicion de fase del sistema. La conexién de estos esta-
dos con la termodinamica es que estan representados por capacidades calorificas
negativas, es decir una disminucién en la energia cinética promedio al aumentar
la energia interna. Esto es producido debido a la enorme cantidad de cambios
configuracionales que sufre el sistema cuando transita a la zona de transicion de
fase.

Hasta la fecha estos estados han sido observados tan sélo en el ensemble mi-
crocanonico y bajo ciertas condiciones iniciales, mediante dinamica molecular y la
ecuacion cinética de Vlasov. Asimismo han sido observados experimentalmente en
plasmas [46].

Pero no han logrado ser descritos por los métodos Monte Carlo convencionales,
que no logran medir tales estados, ya que estdn basados en el ensemble canoénico,

por lo que utilizan la probabilidad canénica, la cual esta directamente relacionada
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con el equilibrio MBG, lo que lleva al sistema de manera muy rapida al equilibrio
MBG, sin la posibilidad de poder pasar por estos estados meta-estables previos.

Si bien la utilizacion de alguna de estas tres herramientas depende fuertemente
del sistema a estudiar, se debe tener en cuenta qué es lo que se desea estudiar, si
solo queremos describir el sistema en el equilibrio, una dindmica de Monte Carlo
es mas que suficiente, pero si se desea estudiar al sistema fuera del equilibrio, debe
utilizarse la dinamica molecular y la ecuacion cinética.

Otro aspecto importante a la hora de elegir alguna de estas herramientas, es
la naturaleza del propio sistema. En la literatura existen diversos algoritmos pa-
ra tratar los sistemas segtin su naturaleza. Por ejemplo los algoritmos de clusters
utilizados en los métodos Monte Carlo suelen ser mejores en sistemas cuyas inter-
acciones conllevan fuertes correlaciones.

Los sistemas se pueden clasificar segiin su interaccién en dos grupos, los siste-
mas con interacciones de corto alcance, y los sistemas con interacciones de largo
alcance [36] (aunque, también existen modelos de interaccion intermedia).

Para saber a cual grupo pertenece una interaccion, consideremos un potencial

de interaccion entre particulas, de la forma,

A

V=— 1.2
(12)

donde 7 es el modulo de la distancia entre particulas y A es una cupla que se
considera constante para r > 1 y depende de r cuando r < 1. Si a < d la
interaccion es de largo alcance, donde d es la dimension del espacio en la que
se encuentra el sistema. Por el contrario si @ > d, la interaccién es de corto
alcance. Esto puede evidenciarse al tomar la energia potencial de una particula
interactuando con el potencial de la ecuacidon 1.2, situada en el centro de una
distribucién homogénea de particulas en una esfera de radio R de dimension d,
con a # d,

_ pAQy

A "o d d
= —d%r = ApS) Ty = ——— R R 1.
5 /5 pdir pd/é r r d—a(R ), (1.3)
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Figura 1.1: La figura muestra la separacion de diferentes sistemas en las zonas

aditivas y no aditivas. El modelo d-HMF esta en la zona no aditiva.

donde 0 es un pequeno radio introducido para evitar la divergencia del potencial

Figura 1.2: Esquema para la evaluacion de la energia e.

con 0 < R, el cual no esta relacionado ni con la naturaleza de las interacciones
de largo alcance, ni con la constante de integracion. €); es el volumen angular
en dimension d, y p es la densidad de carga, masa etc. que hemos considerado
constante. Para el caso especial a = d, se tiene una divergencia logaritmica de la
forma,

e « log(R) — log(9) (1.4)

Si a > d de la ecuacion 1.3 vemos que la energia permanece finita y proporcional al
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volumen para A constante, algo natural en los sistemas con interacciones de corto
alcance, donde el niimero de interacciones es proporcional a N. Por el contrario, si
a < d con un valor de A constante, la energia diverge como una ley de potencias
de R, lo cual hace que ésta sea no extensiva, ya que se vuelve superlineal en V,
esto es, £ oc V?~*/¢_ Esta pérdida de extensividad, junto con la pérdida de
aditividad es lo que caracteriza a los sistemas con interacciones de largo alcance.
Sin embargo, para los modelos de campo medio (donde « = 0), es posible introducir
un factor, de manera de recuperar la extensividad como veremos mas adelante.
La pérdida de aditividad ocurre cuando el sistema no puede ser separado en
subsistemas independientes, debido al efecto de las correlaciones, donde la longitud
de correlacion es comparable con el tamano del sistema o incluso mayor [52, 56, 58|.
Esta pérdida es frecuentemente acompanada de la pérdida de extensividad. La
extensividad es sutilmente diferente a la aditividad, pueden existir sistemas exten-
sivos pero no aditivos. La extensividad indica como el sistema escala proporcional
al nimero de particulas que lo constituye, por ejemplo, en un gas ideal, si hay més
particulas, éstas ocuparan un tamano mayor acorde a este aumento. O puede que
al aumentar el nimero de particulas de un sistema este no aumente de energia o
que aumente muy poco y no de manera proporcional. Si pensamos en los microsta-
dos posibles de un sistema, puede que al aumentar el nimero de particulas, éstas
se muevan a regiones de menor energia, incluso energia negativa, disminuyendo la
energia total del sistema, o simplemente se agrupen en niveles de energia de va-
lor cero, lo que no aumentaria la energia del sistema. Para ilustrar este concepto,
utilizaremos el modelo de Curie-Weiss, el cual es un sistema tipo Ising pero con

una variacion que envuelve interacciones de largo alcance dado por,

H= —fzsisj, (1.5)

2 —
Z?]

donde J, es una cupla de acoplamiento, s; = +1 es el espin, Vi. El factor 1/2
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es introducido para evitar sumar dos veces la interaccion entre ¢ y j. La diferencia
con el modelo de Ising es que éste asume que cada espin interactiia con la misma
intensidad sobre todos los demaés sin importar la distancia (modelo llamado de
campo medio), la interaccion es de largo alcance.

Para ilustrar la pérdida de aditividad, consideraremos un sistema con magne-

tizacion nula, M = E s; = 0; donde la energia es,
i

N

J
E=-3 > sis. (1.6)

ij=1
Ahora dividamos el sistema en dos partes, 1 y 2, cada una compuesta por N/2
sitios, donde todos los espines del subsitema 1 son up, mientras que todos los
del subsitema 2 son down, como se muestra en la figura 1.3. La energia total del
sistema es claramente £ = 0, ya que todos los espines se sumarian dando cero. Sin

embargo, la energia de cada subsitema es,

Figura 1.3: La figura muestra la separacion de los dos subsitemas.

N2 )

J N
E = -2 11=-J
1 22 J8

i,j=1

B — —% S =Y (1.7)



es decir, £y = FEy = —J NTQ, entonces claramente F; + Fy # E. Esto es una
pérdida de aditividad, puesto que la suma de energias no es igual a la energia
total del sistema. Esto ocurre porque cada parte, 1 y 2, interactiian tan s6lo con
los espines de su grupo, que tenfan el mismo valor espin, pero cuando se colocan
juntos los dos subsistemas hay que sumar todo, dando como resultado cero. Este
tipo de situacion es tipica en los sistemas con interacciones de largo alcance. Si
bien en la naturaleza todo tiende a desaparecer conforme crece la distancia, hay
situaciones en las que todo el sistema a pesar estar distanciado esté fuertemente
correlacionado. Un ejemplo de ello lo consituye una gota de agua. Cuando se corta
una gota a la mitad, la tension superficial de ésta hace que se vuelvan a juntar
rapidamente formando dos gotas (clusterizacion). Este tipo de situaciones es muy
comun tanto en sistemas de escala humana como en sistemas astrofisicos.

Otro aspecto que hemos mencionado es la pérdida de extensividad, es decir, el
sistema deja de escalar de manera proporcional al niimero de particulas. Cuando
vemos la energia por separado de cada subsistema, vemos que £ o N? y no a
N. Sin embargo, Kac [47], mostrd que es posible volver el sistema extensivo al

introducir un factor 1/N, esto es,

J

Con esto el sistema queda extensivo, con la energia proporcional a N. Este tipo
de escalamiento presenta una estructura termodinamica estandar porque preser-
va las relaciones de Euler y Gibbs-Duhem [52] recuperando la linealidad de las
propiedades termodinamicas de esta clase de sistemas.

El tiempo de relajacién de un sistema hacia el equilibrio de Boltzmann-Gibbs
crece con el nimero de particulas, sin embargo existen estados previos a éste que
también divergen con el niimero de particulas, estos estados son llamados meta-
estables o cuasiestacionarios. Estos han sido observados en simulaciones numéricas

y confirmados tedricamente (en pocos casos solucionables). De ellos se sabe que
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estéan relacionados con la prescencia de capacidades calorificas negativas, un even-
to tipico de las zonas donde ocurre una transicion de fase. Ademés se descubrio
que estos estados se describen mediante funciones de distribucion de equilibrio que
generalmente no obedecen a las estadisticas de Boltzmann-Gibbs [48, 57], y en el
limite termodinamico, estos estados se vuelven tnicamente accesibles experimen-
talmente [39].

A pesar de la abundancia de resultados teéricos y numéricos, la descripcion
termodinamica estadistica en los sistemas con interacciones de largo alcance, atin
plantea muchos problemas. Primero porque la gran cantidad de correlaciones y
acoplamientos se traducen en no linealidades que crean serias dificultades tanto
analiticas como numeéricas. Ademas, las suposiciones comunes en la base misma
de la mecénica estadistica como el estado de equilibrio térmico con un bano se
basan en la localidad de corto alcance de la interaccion (lo que permite separar
el sistema en partes independientes), pues la propiedad de aditividad es utilizada
para establecer las condiciones para el equilibrio [32, 33].

Para los sistemas de largo alcance, la conexion de la mecanica estadistica con
la thermodindmica no esta del todo clara. La teoria de Tsallis [37], y la superesta-
distica de Beck-Cohen [38], son algunos ejemplos de esfuerzos por intentar explicar
lo que sucede cuando los sistemas conllevan este tipo de interacciones.

Como se menciond anteriormente, una correcta descripcion de los sistemas
con interacciones de largo alcance fuera del equilibrio, puede ser llevada a cabo
mediante dindmica molecular o bien la ecuaciéon cinética. Prestaremos atencion
ahora en la obtencion de la ecuacion cinética de Vlasov, a partir de la jerarquia
BBGKY.

La descripcion de N particulas en el espacio de fase requiere hallar una funcion
de distribucion de probabilidad F' que tenga en cuenta todas las particulas del
sistema, esto es F' = Fy (7, p1, T2, Pa, .., "N, Dn; t), donde Fi es la probabilidad

de que en un tiempo t, la particula 1 se encuentre en el volumen infinitesimal
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A3 d®py, la particula 2 en d*Fd3ps, v asi sucesivamente hasta N. Sin embargo
en la practica esto no es posible, y se suelen utilizar funciones de distribucion
reducidas de la jerarquia BBGKY [34]. Consideremos un Hamiltoniano dado por,

N 5 N

H:Z§T;L+21V(ﬁ)+z¢ij’ (1.9)

i=1 i= i<j

donde V (7;) es la energia potencial de la particula i debida a una fuerza externa
F=-VV,y ¢ij = (75, 7;) = ¢(|7; — 7;]) es el potencial entre particulas.

Para obtener la ecuacion de Vlasov, existen varios mecanismos, aqui utilizare-
mos la jerarquia BBGKY [34].

Partiremos de la ecuacién de Liouville [34],

oF
— =—{H, F}, 1.10
= —{H,F) (1.10)
donde {} es el paréntesis de Poisson y F' es la funcion de distribucion. Asumiendo
que las particulas son indistinguibles (esto es, que la funcién de distribucion es

simétrica, es decir no cambia al intercambiar 7, p; por },pj), se pueden obtener

las ecuaciones de la jerarquia BBGKY, que vienen dadas por,

OF (™) n ~ . ol
el {H,F™} — Z/ {Gimi1, FUV Y BFoad® Py - - - dPPnd’piy,
i=1
(1.11)
donde, F™ es la funcion de distribucion reducida,
F(")(I‘;t) = /F(F7t)d3fn+1>ﬁn+1>-'-aFNaﬁN- (1.12)

Aqui hemos utilizado la notacion I' = 7, p1, 79, Pa, ..., "n, Pn. Entonces la prime-
ra de las ecuaciones BBGKY, queda en términos de la funcién de distribucion

reducida de dos particulas,

) dPryd®py,  (1.13)

oFM . prOFW E oFm / 01> (OF®  QF®
ot m 8771 m 8}5’1 N 8F1 aﬁl aﬁ2
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donde se ha usado el hecho que 22 — — %12,
ory o0y

Esta primera ecuacion de la Jerarquia BGGKY es la ecuacion de Boltzmann,
donde el lado derecho corresponde al término colisional.

En general, la funciéon de distribucion reducida de dos pariculas lleva asociada
una funcién de correlacion en el espacio de fases, pero para la aproximacion de
campo medio asumimos que existe independencia estadistica, de modo que F?
puede escribirse como el producto de las funciones de distribucién de la particulas

individuales,

FO(F, 5y, T, oy t) = F(7r, 1, 1) f (7o, Py t) = fufo. (1.14)

En la aproximacién del campo medio no hay fuerzas externas, esto es F' = 0,

entonces la ec. 1.13 resulta,

OFWY 5y . oFWM /8¢12 (af1f2 af1f2) Bryd®,

ot m ory ory o1 Ops
0 0 0 o
= / 2k (anfl f1 fQ)dg d3p2, (1-15)
g P1

donde el segundo término del lado derecho desaparece al integrar en ps, ya que la

funcién de distribucion se anula al evaluar en los extremos, entonces

OFWV py 9FY  f(F,fit) D
ot m =T 5 71, 72) [ (Fa, o, ) dPTod?ps, (1.1
ot +m ory opi afl/qb(rlam)f(ﬁ;pm )d°Tod’ps,  (1.16)

Recordando la definicién de promedio en [33]| tenemos

[ f(7, p,t) Ad*FdPp ffrp, APTdp

A = 1.1
(4) = [ f(7 p,t)d*rd3p N ’ (L.17)
luego
[ o007 o 0P T = N (0073, 1), (1.18)
por lo tanto la ecuacion resultante es,
OF ;i OFY  f.FLY) 6 _
ot ' m  on opy o ’
(1.19)
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pero FY = f(7,p1,t) = f(7,p,t), por lo que podemos escribir,

of [ B Of \0lo) Of _
t m

P} oF oF 'aﬁ_o‘

(1.20)

Utilizamos ahora la prescripcion de Kac haciendo que ¢ — %qﬁ, de esta manera

cuando N — o0, se elimina la dependencia de N

of | F 0f 0lo) 9f _
o "m oF oF op

0. (1.21)
Esta es la famosa ecuacion de Vlasov, conocida también como la ecuacion de
Boltzmann sin colisiones, pero en vez de una fuerza externa en el tercer término,
se tiene una fuerza de campo medio F, = —0(¢)/0r, que viene de la interaccion
entre las particulas. Aunque ese término parezca colisional, en realidad la ecua-
cion de Vlasov simplemente establece que, en ausencia de colisiones, la funcion de
distribuciéon f se conserva mediante la evoluciéon temporal en el espacio de fase,
lo que significa df /dt = 0. De hecho, en los sistemas con interacciones de largo
alcance no existen verdaderas colisiones, sino mas bien efectos granulares.

Vamos a aplicar ahora la ecuacion de Vlasov en un modelo unidimensional con

interacciones de largo alcance de campo medio, cuyo hamiltoniano viene dado por,
N 2
H:;%Jr;jU(ei—ej), (1.22)
entonces la ecuacion de Vlasov se reduce a

of of oU)df _
Eij%_Wa_p =0, (1.23)

donde la energia potencial promedio viene dada por,

U(0,1)) = / AU O — 0)F(O 0. 1). (1.24)

aqui U(0 — @) ya ha sido reescalada por la prescipcion de Kac, por lo que la

expresion corresponde justamente al promedio.
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Como se planted anteriormente, la dindmica molecular y la ecuacién de Vlasov,
son las indicadas para describir lo que sucede fuera del equilibrio, y en efecto se
sabe que para una amplia gama de potenciales de campo medio (de largo alcance),
el teorema de Braun-Hepp [59], demuestra rigurosamente que en el limite continuo
N — o0 las soluciones de las ecuaciones de movimiento convergen a las soluciones
de la ecuacion de Vlasov.

Ahora veremos la aplicacion de estas dos técnicas al modelo HMF.

El modelo HMF introducido por [22, 23|, es un modelo de campo medio con
interacciones de largo alcance que presenta una transicion de fase de segundo orden
del tipo para-ferromagnético. Diversos estudios han sido llevados a cabo con este
modelo, anéalisis difusivo [40], caoticidad de las condiciones iniciales (analisis de
los exponentes de Lyapunov) [42-45, 56|, verificacion del primer principio de la
termodinamica [41], verificacion de la propiedad de ergodicidad y del teorema del
limite central |73-75, 77, 78|, etc. En lo que sigue se mostraran algunos de estos
estudios que seran replicados para el modelo d-HMF.

El modelo HMF (Hamiltonian Mean Field Model) introducido por Antoni y
Ruffo [23] en 1995, es un modelo preliminar de espines interactuantes y cuyo valor
de espin es infinito, es decir pueden estar orientados en cualquier direccion del

plano. Su Hamiltoniano viene dado por la expresion

H—ip—?+i 3 (1 — cos(6;—0)) (1.25)
_i:12 2Nij:1 cos(t;—0;)). .

Este modelo se ha resuelto analiticamente [23], simulado por dindmica molecular y
resuelto numéricamente mediante la ecuacion de Vlasov por varios autores (entre
ellos [48, 56, 63]), encontrando estados cuasi-estacionarios (QSS) cuando la energia
interna por particula tiene un valor de £ = 0,69.

Por anos los cientificos han utilizado condiciones iniciales gaussianas, que llevan
al sistema rapidamente al equilibrio. Sin embargo estas condiciones no permiten

observar los QSS. Para hallar este estado se han utilizado unas condiciones iniciales
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Figura 1.4: En la izquierda las condiciones iniciales water-bag inhomogéneas. En

el panel derecho las homogéneas.

llamadas Water-Bag (WBIC), que consisten en distribuciones constantes del espa-

cio de fases, donde los momentos y orientaciones estan distribuidas de la forma,

w2101 <60 v [pl < po

f(0,p,0) = (1.26)

0 ,en otro caso.
En la Fig. 1.4 a) se muestra un ejemplo para pg = 7y 0y = 27/1000 ~ 0 caso
inhomogéneo. En el panel b) de la Fig. 1.4 se muestra un caso homgéneo con py = 7
y Oy = .

Con estas condiciones iniciales se encontr6é el QSS descrito en [48] como se
muestra en la Fig. 1.5 para N = 500. Se puede apreciar que el perfil de distribucion
se aleja de uno Gaussiano en el QSS. En el panel ¢) podemos observar una zona
con capacidades calorificas negativas, tomada con la temperatura registrada por el
QSS. Las lineas continuas corresponden a la solucién analitica del modelo HMF,

encontrada por Antoni 23], dada por,

1
=—+1-—m? 1.27
€ 2ﬁ+ m ( )
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Figura 1.5: Simulaciones numéricas en el ensemble microcanénico para N = 500
y energia interna por particula U = 0,69. En la parte superior el perfil de dis-
tribucion de los momentos p, en a) para el QSS y en b) para el equilibrio MBG.
En el centro se muestra la evolucion de la energia cinética promedio por particula
(Temperatura), habiendo dos regimenes donde ésta permenece constante por un
tiempo prolongado. En ¢) se muestra la curva calérica con los puntos amarillos
tomados con la temperatura del QSS, mientras que en d) con la temperatura del

equilibrio MBG.
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donde m es la magnetizaciéon y viene expresada por,

m = 1) (1.28)

donde y = 25z y xg es la solucion del problema extremal © = I (26Ax)/Io(26\x).
Iy e I; son las funciones modificadas de Bessel de primera especie de orden cero
y uno, respectivamente, obtenidas al utilizar las transformaciones de Hubbard-
Stratonovich [79, 80]. Un desarrollo similar y més detallado se veré en la seccion
siguiente para el modelo d-HMF.

Nos interesa ahora describir los estados cuasi-estacionarios del modelo HMF
mediante la dindmica de Vlasov. A partir de la ecc. 1.25, se obtienen las ecuaciones

de movimiento,

0 = pi (1.29)

pi = —M,sin0; + M, cos0;, (1.30)

donde, (M,, M,) = (3, cos6;,>",sin6;). Para describir el sistema con la diné-
mica de Vlasov, es necesario hacer el paso al continuo por medio de la funcion de

distribucion,

p = —M,sinf+ M,cos0 (1.31)
M, = / / cosOf(0,p,t)d0dp (1.32)
M, = / / sin@f(6,p,t)dbdp, (1.33)

donde, 6 y p, son las coordenadas Eulerianas [35]. Por otro lado la energia potencial
de una particula en el continuo viene dada por la ec. (1.24), entonces para el modelo

tenemos lo siguiente,

{Uo,t)) = /f(@',p',t)(l —cos(8' — 0))de' dp’
= 1—M,cosf — M,siné, (1.34)
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Figura 1.6: Magnetizacion versus tiempo. Las lineas continuas negra y azul corres-
ponde a simulasiones por dindmica molecular. Los puntos de color rojo son de la

dindmica de Vlasov [65].
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Figura 1.7: Instantaneas (snapshots) del espacio de fases desde la condicion inicial
water-bag ¢ = 0,69 y mg = 0,5. El ultimo cuadro corresponde al estado cuasi-

estacionario.
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entonces

—w = M, sinf — M, cos b (1.35)

Luego como ﬁ: ﬁmf = —V(U), la ecuacion de Vlasov queda,

8@—{4—}9% + (=M, sin9+Mycosé)g—£ =0 (1.36)
Ademas podemos calcular la energia por particula [23],
Pl
e; = 5’ + I ; (1 —cos(0; —0;)), (1.37)

donde el factor 2 en el denominador se elimina porque es la interacciéon de una

particula con el resto. Luego pasando al continuo tenemos

2

€(0,t) = % +1— M,cosf — M,sin#, (1.38)

y la energia total especifica o densidad de energia en el tiempo t es
1 1
e(t) = 3 / £(0,p, t)p*dodp + 5 / f(0,p,t)(1 — M, cos8 — M, sin0)dfdp
1 1
- 2 / F(0.p. 0P d0dp + 5 (1= M2 = M2), (1.39)

Como podemos apreciar, la suma de las energias por particula de la ecc. 1.38 no es
igual a la energia total del sistema de la ecc. 1.39. Esto es un claro reflejo de que el
sistema no es aditivo al tener interacciones de largo alcance. Ademas de describir

la energia, podemos describir el momentum,

Pt) = / £(0,p, t)pdddp. (1.40)

En la Fig. 1.6 se puede apreciar como a medida que N crece, la dindmica
molecular se aproxima al resultado obtenido por la dindmica de Vlasov.

En la Fig. 1.7 se muestran cuatro snapshoots del espacio de fases para distintos
tiempos. El primero es en t = 0 (condicién incial water-bag homogéneo), y el

altimo es el estado cuasi-estacionario.
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En lo que sigue veremos que mediante un ensemble estadistico distinto a los
usuales, es posible describir aproximadamente los estados cuasi-estacionarios de
manera teodrica.

Diversos esfuerzos han sido llevados a cabo para desarrollar una teoria que
explique la aparicién de los estados cuasi-estacionarios encontrados por dinémica
molecular y la dindmica de Vlasov en el ensemble microcanonico |23, 46, 60].

LyndenBell en 1967, desarroll6 un nuevo ensemble estadistico para explicar los
estados estacionarios de sistemas gravitacionales, con el que predijo la existencia
de los estados cuasi-estacionarios y ademés observo que cuando la distribucion
inicial no es una solucién estacionaria de la dinamica de Vlasov, el sistema sufre
fuertes oscilaciones hasta que alcanza el QSS (proceso conocido como relajacién
violenta.

En esta estadistica se separa el espacio de fases en macroceldas compuestas de
v microceldas. Designamos por f a la distribucién de una macrocelda de grano
grueso (coarse grained) y por f a la distribucién microscopica de una microcelda
(grano fino). Consideremos una distribucién inicial uniforme fy y sea N el nime-
ro de microceldas ocupadas por la distribucion inicial. Este niimero permanece
constante durante la dinamica, debido a la incompresibilidad del fluido de Vlasov.
Sin embargo, la densidad en cada macrocelda no se conserva necesariamente. Un
elemento de fase (cuadro pequeno de color verde) que inicialmente ocupa un lugar
en una microcelda dentro de una cierta macrocelda, puede pasar a una microcelda
perteneciente a otra macrocelda, como se muestra en la Fig. 1.8. En ella se da el
ejemplo de N = 64, es decir, 64 microceldas ocupadas por la distribuciion inicial
tipo water-bag. Tras la relajacion violenta se distribuyen ocupando también otras
macroceldas. Bajo la dindmica sin colisiones, la funcién de distribucién evoluciona
como la densidad de un fluido incompresible. Esto significa que a medida que la
distribucién evoluciona, su densidad local permanece constante a lo largo del flui-

do (su derivada convectiva es cero) [69]. A medida que la funcion de distribucion
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Condicion inicial Después de la relajacion violenta

microcelda

macrocelda

Elemento de fase
de densidad f,

Figura 1.8: En el panel izquierdo un water-bag. A la derecha una posible distribu-

cion de los elementos de fase tras la relajacion violenta [76].

evoluciona, se somete a un proceso de filamentacion a escalas de longitud cada vez
mas pequenas, hasta que finalmente la evolucién ocurre en una escala de longitud
tan pequena que es imperceptible para la observacion. En esta situacion, se alcanza
un estado estacionario macroscépico o de grano grueso, descrito por f, mientras
que la funcién de distribucién microscpica f continia evolucionando.

La Fig. 1.9 muestra un ejemplo del proceso de filamentacion de una distribucion

de particulas en el espacio de fase de un sistema con interacciones de largo alcance.

Solo la entropia de grano grueso puede aumentar; la entropia de grano fino
debe conservarse. El procedimiento para obtener la entropia de grano grueso es
similar al proceso de contar microestados que conduce a la entropia de Boltzmann
de un gas reticular.

El ntiimero total de microestados compatibles con el macroestado donde las n;

microceldas estan ocupadas en la macrocelda i viene dado por

N! vl
= . 1.41
Wes [L n! 1:[ (v —n;)! ( )

A partir de la entropia de Boltzmann S = In W, y utilizando la aproximaciéon de

Stirling, se obtiene la entropia de la distribucion de grano grueso Sy p [68, 69|, que
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Figura 1.9: Proceso de filamentacion del modelo HMF [76].

viene dada por la expresion

S / P+ (L= f7) (1 — f*))) d*7d*p, (1.42)

donde f* = f/fy, f es la funcién de distribucion de grano grueso y fy una distri-
bucion inicial inestable, como por ejemplo el water-bag.
La ec. (1.42) determina una expresion para la distribucion de grano grueso f.

Esto se logra resolviendo el problema variacional,
5SLB — ﬁ(SE —adM = 0, (143)

donde = 1/kT y a = pu/kT es la fugacidad. Luego obetenemos,
Jo
14 \B(E+9)

La ec. (1.44) ha logrado describir aproximadamente los perfiles de distribucion

fip=Ff= (1.44)

que han sido obtenidos mediante la dindmica molecular y la ecuaciéon de Vlasov.
En la Fig. 1.10 los simbolos representan los datos obtenidos de las simulaciones
numéricas y de color rojo punteado el perfil de distribucion de grano grueso de la
ec. (1.44). En la seccion siguiente, se presentan el modelo d-HMF, el cual es similar

al modelo HMF', pero que tiene su origen en la interacciéon dipolar eléctrica.
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Figura 1.10: Funcion de distribucion de velocidades en el estado QSS para el modelo
HMF con € = 0,69 y diferentes valores de M,. Los puntos cuadrados se refieren a
simulaciones numéricas mientras que la linea punteada es el perfil de velocidades
de la ecc. 1.44. El panel (a), (b) y (c¢) presentan los casos, My = 0,3, My = 0,5y
My = 0,7 en escala logaritmica, mientras que el panel (d) muestra el caso M = 0,3

en escala lineal. La curva fue calculada de una muestra de N = 107 en t = 100

[36].
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Capitulo 2

Modelo d-HMF

En este apartado se presenta el modelo d-HMF, el cual es una variacion del
modelo de Ising, pero con interacciones de largo alcance. En este modelo los espines
son dipolos eléctricos que pueden orientarse en cualquier direccion. Para hacer una
primera aproximaciéon se consideran dipolos orientados en un plano pero ubicados
en una recta, es decir un modelo unidimensional con condiciones de borde perdio-
dicas. Estas condiciones de borde pueden insertarse cerrando la recta en un anillo,
de manera similar al modelo HMF'. Al considerar el potencial dipolar eléctrico este
modelo es més cercano a la realidad ya que ademas como veremos no es isotropico.

La energia potencial de la interaccion entre dos dipolos ¢ y j con momentos
dipolares p; y p; respectivamente, viene dada por,

L3 - R - ) — -
dmeg |7 — 75

U= , (2.1)

donde 7 es un vector unitario de direccioén arbitraria y 7; (7;) corresponden a las
posiciones de las particulas i (7). Definimos el momento dipolar eléctrico del dipolo
i como fi; = qad donde ¢ es el moédulo de la carga del dipolo y el modulo de @ es la
separacion de las cargas que forman el dipolo (el vector @ describe su orientacion).
Luego, fi; - 7 = pcosb; and fi; - fi; = pu* cos(6; — 6;).

Ademas remarcamos que p = |fi;|, los vectores 7; y ji; son paralelos entre ellos
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para todo ¢. La Fig.2.1 muestra la representacion de dos dipolos en un anillo. El
sistema estd formado por N dipolos que pueden estar distribuidos en este anillo

para tener una perspectiva del sistema. Por otro lado, la distancia entre dos dipolos

N
1

U
R

t+0

6% 0 V

Figura 2.1: La figura muestra las condiciones iniciales y una posible evoluciéon para

una pareja de dipolos en un anillo. (@) Orientaciones iniciales para ¢t = 0 para la

configuracion de dos dipolos. (b) Posible configuracion para ¢ # 0.

en un anillo de radio R, puede ser escrita como,

—

ro=|ri—
= |Rcosb;é, + Rsin6;é, — Rcosf;é, — Rsinf;é,|

= V2R(1 — cosb; cosf; — sin b, sin; + &)/, (2.2)

donde ¢ es un parametro de suavizamiento introducido comunmente [24] para
evitar la divergencia del potencial a distancias cortas. Ademas, consideremos la

identidad
cos(b; —0;) = cost;cost; +smb;sinb;, .
0; — 0, 0; cos 0 + sin 0, sin 6, 2.3
entonces,
r3 & (2R*)73*(1 — cos(0; — 0;) + 6) 73/
o —3/2
~ (2R%)7? (1 _ coslli =8;) | 1) . (2.4)

o )
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Por medio de una expansion binomial en %, la interaccién entre dipolos puede ser

escrita como,

2
~_ K A o 0. _§C05(9i_9j) —2
U~ Ires 2RI (3 cos 8; cos 0 —cos(b; 9])> (1 55 +0(57?%)

(2.5)
Tomando el limite para § — oo, la aproximaciéon de orden cero de la energia

potencial de N dipolos es,

N
Z(cos(&i —0;) — 3cos b, cosb;), (2.6)
i#]

A

U~ —
2N

donde A es una constante que da las unidades de energia y su signo define el
tipo de interaccién, si A > 0 el sistema es ferromagnético, y si es negativa anti-
ferromagnético. El factor 1/N garantiza la extensividad del sistema como se mostro
anteriormente para el modelo de Curie-Weiss.

Para modelar este sistema con interacciones de largo alcance consideramos el
sistema de N dipolos idénticos con m = 1. Entonces el hamiltoniando del sistema
a estudiar en aproximacion de campo medio es,

N 2 A N
H:ZEZ+W [cos(0; —6;)—3 cosb; cos b, — A, ], (2.7)
i=1 i#j
donde p; son los momentos lineales de cada dipolo ¢ y 6; es su correspondiente

orientacion, con ¢ =1, ..., N. A, ; es introducido para fijar el nivel cero de energia

potencial convenientemente a partir de las condiciones iniciales.
A j = cos(Boi —0o;) —3 cos Oy; cos Oy, (2.8)

donde el conjunto de dngulos {6y} denota las orientaciones iniciales de los dipolos.
Al ser un modelo de campo medio no hay dependencia de la distancia al igual que

el modelo de Curie-Weiss.
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2.1. Soluciones analiticas del modelo d-HMF

En este capitulo mostramos los calculos analiticos en el ensemble candnico y
microcanénico. Vemos que ocurre equivalencia de ensembles en el equilibrio de

Boltzmann-Gibbs, y se muestra el poder de la aproximaciéon de punto silla.

2.1.1. CaAlculos en el conjunto canénico

En esta secciéon nos centramos en los calculos canénicos empezando con la
funcion de particion del sistema, calculando la energia libre por particula, energia
interna y la curva calérica.

La parte interactuante de la ec. (2.7), es cominmente expresada en términos
del vector de espin WZ, = (cosB;,sin6;). Luego podemos introducir el vector de

espin total,

— 1 &
M = N;m (2.9)
= (M, M,) (2.10)

= mexp(id), (2.11)

_>
donde (M., M,) y m son las componentes y el médulo del vector M, respectivamen-
te, y ¢ denota la fase del pardmetro de orden. Luego las ecuaciones de movimiento
son,

pi = —A(2M, sin6; + M, cos ;) (2.12)
y la energia potencial puede ser escrita como,

A
U=-N3 (2M2 — M2 + A), (2.13)

donde A =37, ~A;;/N?. Como se mencion6 anteriormente esta definicion es cru-
cial en la definicion del nivel de energia. En consecuencia, cuando ¢ = 0 la energia

potencial es cero y la energia cinética es méxima y coincide con el valor de energia
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total. En particular, el valor A = —2 es adecuado para la condicién inicial en que
los dipolos estan todos orientados paralelamente; esto es 6y, = 0.

La funcién particion puede ser expresada como sigue,

Z(8,N) = / &, / 0,01 (2.14)

donde Zk (B, N) is la parte cinética y Zy (S, N) la parte interactuante. La parte

cinética bien conocida [33] y equivale a,
Ze3N) = [ape (<53 (216)
Y 2 - K3

_ (%)N/Q. (2.17)

Por otro lado la parte interactuante puede ser expresada como,
A
Zy(B,N) = /dNQieXp (BN§(2M§ — M + A)) : (2.18)
en la que se puede notar que se tienen dos integrales gaussianas,
Zy(B,N) = eﬁN;A/dNGieﬁN)‘MfeﬁNgMg. (2.19)

Estas integrales gaussianas pueden ser reescritas mediante las transformaciones de

Hubbard-Stratonovich [79, 80],

% = /Z dz exp (—b(z — M,)?) (2.20)

exp (bM:f) = \/g/ dx exp (—b:z:'2 +2szx) (2.21)

Vorh = / dy exp (—% (7 +ivVbM, )2) (2.22)

exp< bM2> \/» / dy exp (——b z'Myy> (2.23)




entonces aplicando al problema con b = SAN. En el equilibrio, se espera una

distribucion simétrica de las orientaciones p(6); luego para N grande tenemos que

M, — Jim 2S00

27
y = Jim = /0 dfsinfp(0) = (sinf) = 0, (2.24)

entonces

exp (BANM) =4/ B)\TN /_OO dzexp (—BANZ? + Qﬁ)\chos 6;) (2.25)

A B 1 o) y2 B
exp (—BN—M;) = W/ dy exp (—25)\]\[) =1. (2.26)

Si substituimos las eccs. (2.25) y (2.26) es (2.19), obtenemos

Z ( _eéﬁ)\N / / dye 2B)\N/ dxe—ﬁANx2/dNeiQQBA.Z’ZiCOSOi'

(2.27)

Luego escribirmos

Zy(B,N)=1/ BATNe?WV / Tdz e PN (9o (28Ax)) Y, (2.28)

donde Ix(y) es la funcién modificada de Bessel de k-ésimo orden. Luego la funcion

de particion puede ser expresada como,

donde Fy(BA) representa la integral

Fn(BA) = / h dz e~ N(Bra?~In(2x1o (267x))) (2.30)
Si tomamos ahora la funciéon f(z) = N(SAz? — In(271y(28)\z))), podemos definir

I; (2[‘3)\1‘0)
Ip (2[‘3)\1‘0)

magnetizacion. La derivada de segundo orden de la funcion f(z) evaluada en x

un extremo de la funciéon en zg = M, = m = que corresponde a la

es dada por

f(20) = ANBA (1 + BA(m* — 1))). (2.31)
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Luego la funcion f(z) ~ f(xo) + 3(z — x0)*f (o) + ... es explicitamente escrita

Ccomo
(@) ~ NBAz2 — Nn(2xTo(2870)) + %(x 2o ANBA (1 + BA(m? — 1)), (232)

la cual puede ser calculada por la siguiente aproximacion,

/OO dre @ ~ /OO dz e~ @) =5 (@=20)2f" (w0) (2.33)
21
~ 7f(l’0) I
~ e — = F(N,BN), 2.34
f (Io) ( ) ( )

donde F(N, SA) corresponde a la aproximacion de la funcion Fy(BA), la cual es
obtenida de la evaluaciéon de la integral (2.30) usando la aproximacion dada por la
ec.(2.32). Luego, Fn(SA) coincide con F(N,SA) cuando N — oo. En la Fig. 2.2
(a), se describe Fn(B\) comparada con F(N,SA) como una funciéon de S\ para
ilustrar que la validez de la aproximacion (ver apéndice .1). Se muestran los valores
exactos y aproximados los cuales se vuelven mas cercanos a medida que N crece.
El mismo efecto es mostrado en el panel (b) de la figura 2.2 para las funciones

definidas como,
Xu(BN) = 3 In(F(BN) (2:35)
X(N,B\) — %m (F(N, 7). (2.36)
Entonces, Xy(8\) y X(N, 5A) coinciden cuando N — oo.
Luego la funcién de particion puede ser expresada como,

1
V2(L+ BAmE — 1)

(237

o\ V/2
7 (_77) G%ﬁAN o~ NBAZ3+N In(27lo (28Az0))

B

donde z; es el extremo de la funcion f(z).
Ahora procederemos a obtener las magnitudes termodinamicas del sistema.

Calculando In Z, tenemos

N 27 1 BAN ABAN 9
an—zln <ﬁ)+2ln(ﬂ)+ 5 — NBAx§

+ Nln(QWIO(QB)\xO))—l—%In <2Nﬁ)\ (1+;/\(m2—1))) :

(2.38)
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Figura 2.2: La figura muestra las funciones; exacta (Fy(B\)) y aproximada
F(N, SA) por el método de punto silla (SPM), las cuales son cercanas a medida que
N crece. En (a) Fy(SA) es comparada con F(N, ) para varios valores de N. En
(b), dX (N, BN)/dp para diferentes valores de N es comparada con dX n_,o.(8N)/dS
(Exacta), la cual coincide con el cuadrado de la magnetizacién como funcion de la

temperatura inversa m?(8\).

El caso limite de esta cantidad por particula es dado por

lim mz_ 1 n <2%) _ Ak + BAzs — In(2715(28)x0)). (2.39)

N—oco N 2 2
La ultima expresion fue evaluada en el limite termodindmico, N — oo [31], pa-

ra x = xg. La energia libre por particula ¢ = —Nh'm InZ/N es comunmente
—00

expresada como el problema extremal

o(B,N)= —; In %—%/\ﬂ —gl;gfo[—ﬁ)\ﬁ—Hn(27r10(25)\x))]. (2.40)

Como mencionamos anteriormente la solucién del problema extremal es obtenida

por

La temperatura inversa critica es . = 1.

X

(2.41)

Si A < 0, la ecuacion tiene una solucién trivial, x = 0. En contraste, si A > 0,

la ecuacion tiene un conjunto de valores para x yf, los cuales definen la solucién

40



@ (b)

B vp

Figura 2.3: Describimos en (a) la energia interna € como funciion de /. El punto
critico estd en e, = 3/2, f. = 1 para A = —2 y A = 1. Adicionalmente, describimos

en (b) el calor especifico ¢, como una funcion de 1/, con ., = 1.

del problema. Finalmente, la energia interna por particula es obtenida como una
funcion de la temperatura inversa y la magnetizacion

_0p(B,N) 1 A

done m es la solucién del problema extremal y corresponde a la solucion del en-
semble canoénico. De ahora en adelante usaremos A = 1. E la Fig.2.2 describimos
la magnetizaciéon de equilibrio m como una funciéon de la energia interna ¢. La
solucién analitica es obtenida del ensemble canonico dada por por la ecc. (2.42).
El punto critico esta localizado en e, = 3/2. Ademas en la Fig. 2.3 mostramos en
(a) la energfa interna e como una funcion de 8y en (b) el calor especifico C,, como
una funciéon de 1/3. El comportamiento de las funciones termodindmicas ¢ y C,
definen dos regiones diferentes. Esto refleja que el sistema presenta una transicién
de fase continua. En particular la Fig. 2.3 (b) muestra, por un lado, que el calor
especifico crece con la temperatura aumenta. Y tras el punto critico cae y se man-
tiene constante con el valor ¢, = 1/2, el cual corresponde a un gas ideal en una

dimension.
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2.1.2. Calculos en el conjunto microcanénico

En esta secciéon nos centraremos en el calculo microcanénico de la entropia a
partir de la densidad de estados, y con éste la curva calérica del sistema.
En el ensemble microcacnoénico, a partir del Hamiltoniano es posible encontrar
el namero de microestados
N
QE,N) = /Hdpid915(E — Hy(0;,p:)), (2.43)
i=1
donde podemos introducir una identidad de Dirac en K, luego
N N P?
Q(E,N) = /dK 11 dp;d6;6 (K — ; %) S(E—K—-U{6}). (2.44)
Esta expresion puede ser separada en dos partes, la cinética y la configuracional,

esto es,

Qin(K) = /Hdpié (K 3 2%) , (2.45)
Qconf(E| - K) = /Hdgzé(E - K- U{ez})a (246)

donde Q(E, N) = deQkin(E, N)Qcont(E — K). Nuevamente la parte cinética es
bien conocida [33] dada por,

T(2rK)N/?1
Quin(K) = ————F——— 24
Luego usando la propiedad InI'(N) = (N — 1) In N — N+ 1 In(27), y despreciando
términos para N grande tenemos,

N 2K
In Qi (K) =~ 5} <1 +In(27) + In W) . (2.48)

Definiendo £ = K + U, u = 2K/N, 4 = U/N,y ¢ = E/N, Qu,(K) puede ser
expresado como

Qin(K) >~ exp (g (1+In(27) 4+ In u)) . (2.49)
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Figura 2.4: Nosotros describimos g(m), como una funciéon de m para valores de
(a) e =09y (b) e =1.1, 1.5, 1.8, con A = —2 y A = 1. El valor ¢ = 1 cambia la

tendencia de la funcién g(m) en el intervalo 0 < m < 1.

La parte configuracional viene dada por
Qeont(E — K) ~ exp (In Qeont)- (2.50)
Luego, la entropia es s = % In Q, por lo tanto, Q(E, N) puede ser expresada como
O(E,N) = g/du eN(%Jr%1n(2ﬂ)+%lnu+sconf(Nﬂ))’ (2.51)

donde @ es la energia potencial por particula, luego Qcont(E — K) = Qcont(N ).

Como antes, la integral se puede transformar en un problema extremal dado por

1
s = NIHQ(E,N) (2.52)

_ % In (g / du exp (N G% In(27) + % Inu + sconf(Na)))) (2.53)

Resolviendo la integral (2.53) de la misma manera que para el ensemble canénico

1 N N N N -
s = Nln (5 exp(;—i—;ln(%r)))sgp(? lnu—i—Nsconf(Nu(u)))

1. N 1 1 1 .
=~ In 5—1-5 + 3 In 27 + sup (5 Inwu+ Sconf(NU(U))> : (2.54)

Ademas, la energia potencial por particula puede ser expresada de la ec. (2.13),

para M, ~ m and M, ~ 0 como,

i =U/N = -\ (m2 + %) : (2.55)
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De la expresion U = F — K, it =¢ —u/2, y u = 2(¢ — @) = 2(c + A(m? + A/2));

luego, en el limite termodinamico, la entropia puede ser escrita como,

1 1
=3 + —ln 2 —l— ln2 + Sup {2 In(e + A(m® + A/2)) + sconf(Na(u))] . (2.56)

Ahora, calculamos la entropia configuracional s.o,¢. Como se mostré antes, el tér-
mino M, es despreciable comparado con M, esta informacion puede ser introdu-

cida en Scong, cOMO sigue

Qeont = /Hd@l (Z cosf; — Nm) 0 (Z sin 0j> , (2.57)

esto es M, ~m,y M, ~ 0. Luego podemos calcular expresando en la representa-

cion de Fourier

Qeont = ( ) / dgs / dgs / Hd@l exp (quzcosé’ Nm) exp(zq2 Zst )

(2.58)
la cual corresponde a la funcion de Bessel de primera especie Jy(z),

Qeont = (%)Q/d(h/dfh exp (N (—igim + In(21.Jy(2)))) (2.59)

donde el modulo de z is (¢ + ¢2)*/? Luego, resolviendo la tltima integral de la

misma forma que en el canénico, se satisfacen las siguientes ecuaciones

_ JlEZ; Lo (2.60)
J1(2) @
— — =0 2.61
e (2.61)
donde las soluciones son ¢ =0, y ¢ = —%7y, y 7 es la solucion de la ecuacion
I
I;Ez; = m. (2.62)

Denotando por Bj,,(m) la inversa de la ecc. (2.62), obtenemos en el limite termo-
dinamico

1
Sconf = llm N In Qcont = —MBiny (m) + In I( By (m)). (2.63)

N—o0
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Usando u = 2(g + A(m? + A/2)), luego

11 1 1
§= 5—}-5111 27T+§ln 24sup 5111(8 + A(m? + A/2)) —mBiny(m) +1nly( B (m))].
(2.64)
El problema extremal es dado por la solucién de la ecuacion
A
i — B (m) =0, (2.65)

e+ Am2+A/2)

m

donde definimos g(m) = TmITAR)

la cual es mostrada en la figura 2.4 como una
solucion de la ec. (2.65). La solucion para ¢ < 1 es mostrada en el panel (a). El
panel (b) muestra la funcién g(m) para € > 1, donde la magnetizacion es siempre
m = 0. La tnica soluciéon para m # 0 ocurre cuando ¢ < 1. Luego, la Fig. 2.4

muestra la funcién g(m) para diferentes valores de «.

Llamando m = m(f3) a la solucién del problema extremal para m, finalmente la

10
(@ 2](b)
0.51 1J2(+in@) "1
|
1-1/2In(2 |
o 00 (@ » 0 :
|
214 |
05 ! ;
. :
1.0 ' - ; ! :
00 05 10 15 20 00 05 10 15 20 25

B €

Figura 2.5: Describimos en (a) la energia libre como una funcion de 3, en (b) la
entropia s como una funcion de la energia interna e. El punto critico esté localizado

en S, =1ye.=3/2para A=—-2and A =1.

entropia puede ser expresada por

11 1 1
s=5+5 In 27T—|—§ In 2+§ In(e+A(m?(e)+A/2)) =2 Biny () +1n Iy( Biny(m)). (2.66)

La figura 2.5 muestra la entropia microcacnénica del problema, y si tomamos la
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derivada respecto a e, recuperamos la solucién canénica, esto es

ds 1
T e N+ A2)) (2.67)

B

que coincide con la solucion candnica de la ec.(2.42). Vemos que en el equilibrio de
MBG, en el limite termodinamico hay equivalencia de ensembles entre el canénico
y microcanodnico, sin embargo como veremos en la siguiente seccién, al estudiar
el sistema fuera del equilibrio mediante dinamica molecular, es posible encontrar
estados QSS, que producen capacidades calorificas negativas en la zona cercana al

punto critico encontrado.

2.2. Dinamica molecular

Atenas y Curilef [49], mostraron a través de Dinamica Molecular, que bajo
ciertas condiciones iniciales llamadas Water-Bag inhomogéneas el modelo d-HMF,
presenta dos QSS. En ellos se muestra la evolucién temporal de la enerfa cinéti-
ca promedio por particula, que como sabemos en el equilibrio corresponde a la
temperatura. Estos estados aparecen solo en regiones cercanas al punto critico evi-
denciando que en los sistemas con transiciones de fase continua también existen
estados con capacidades calorificas negativas, como se mostré para el modelo HMF
[48]. En este caso los dos QSS encontrados fueron descritos mediante diversas téc-
nicas, entre ellas, snapshoots del espacio de fases, perfil de velocidades, leyes de
escalamiento y analisis difusivo. La simulaciéon fue hecha con el apoyo computacio-
nal de Pluchino [48], con una rutina de coeficientes simplécticos de cuarto orden
[54, 55| (ver apéndice .1. Se utilizaron las condiciones iniciales water-bag utiliza-
das en el modelo HMF [48], los casos homogéneo e inhomogéneo mostrados en la
figura 1.4. El caso inhomogéneo es cuando todos los dipolos estan orientados casi
paralelos, es decir, #y; ~ 0. El caso homogéneo es cuando tanto en las orientaciones

como en las velocidades hay una distribuciéon homogénea.
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Figura 2.6: En a) se muestra la evolucion temporal de la energia cinética promedio
por particula para diferentes valores de N con las condiciones iniciales water-bag
inhomogéneas. Se aprecian dos QSS previos al equilibrio de MBG. En b) se muestra
la evolucion temporal de la energia cinética promedio por particula para diferentes
water-bag con N = 25,000. Se observa una desaparicion del primer QSS al pasar
del caso inhomogéneo al caso homogéneo. En el panel pequeno de la derecha se

evidencia la relajacion violenta del sistema al inicio de la simulacion.

En la figura 2.7 a) se muestra la magnetizacion versus la energia interna del
sistema, siendo su valor critico en ¢, = 3/2. En b) se muestra la curva calorica,
donde estan superpuestos los datos de la simulacién con el célculo analitico mos-
trado en la seccion anterior. De color azul estan los datos de la simulacion tomados
en el equilibrio MBG. De color rojo los datos del segundo QSS, el cual produce
capacidades calorificas negativas en la zona cercana al punto critico.

En la figura 2.6 a) se muestra la evolucién temporal de la energia cinética
promedio por particula para diferentes valores de N con las condiciones iniciales
water-bag 0o, ~ 0, es decir el caso inhomogéneo (ver figura 1.4). Se observa que
a medida que nos acercamos al caso homogéneo el primer QSS se confunde con
el segundo. Esto nos dice que la naturaleza de los QSS es mucho mas rica de

lo que se pensaba, pues bajo ciertas condiciones iniciales el sistema puede pasar
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Figura 2.7: En el panel izquierdo se muestra la magnetizacion con los datos del
equilibrio MBG de la simulacién de color azul. De color Negro la curva analitica. En
el panel derecho se muestra la curva calérica. De color negro la soluciéon analitica,
de color azul los datos del equilibrio MBG de la simulaciéon y de color rojo los

datos del segundo QSS encontrado.

por diferentes QSS. Este es el primer modelo que presenta mas de un QSS. Tal
caracteristica ha sido evidenciada en sistemas atmosféricos [81, 82].

En [56] se discute acerca del caos que se preoduce bajo ciertas condiciones
iniciales. En ella se menciona que el modelo HMF es cadtico bajo un water-bag
inomogéneo.

Para el modelo HMF, se ha reportado que bajo un water-bag inhomogéneo el
sistema es cadtico, sin embargo en el modelo d-HMF, vemos que esto no ocurre,
pues al aumentar el nimero de particulas la vida del primer QSS se extiende como
se aprecia en el panel a).

En la figura 2.7 a) se muestra la magnetizacion obtenida por dinamica molecu-
lar de color azul, en contraste con la solucion analitica de color negro. Los valores
de la simulacion se hicieron con N = 4000. En el panel b) se muestra la energia
cinética promedio versus la energia interna por particula del sistema. De color azul

se muestran los datos del equilibrio MBG, de color negro la soluciéon analitica, y
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Figura 2.8: En a) una ley de escala para el primer QSS. en b) la ley difusiva con los
tres regimenes, los primeros corresponden a los dos QSS y el ultimo es el equilibrio

MBG.

de color rojo los valores obtenidos del segundo QSS.

En la Fig. 2.8 a) se muestra la ley de escala obtenida para la duracion del
primer QSS. En el panel b) la ley difusiva que caracteriza los dos regimenes cuasi-
estacionarios y el equilibrio MBG. Los primeros dos estados son superdifusivos con
valores de v > 1, mientras que en el equilibrio MBG v = 1 lo que nos dice que
efectivamente el sistema se ha difundido por completo.

En la figura 2.10 se muestran instantaneas del espacio de fases. En el panel a
con t = 20s, se muestra al sistema poco tiempo después de iniciar la dindmica,
como se puede apreciar rapidamente el sistema se relaja desde las condiciones
iniciales water-bag inhomogéneas a una distribucion similar a una gaussiana. En b
con t = 200s, es el tiempo en el que ocurre el primer QSS, en ¢ con t = 6 x 10°s,
es el tiempo en el que sistema se encuentra en el segundo QSS y finalmente en
d con t = 5 x 10%s, cuando el sistema ha llegado al equilibrio MBG, donde se
ve claramente las elipses caracteristicas del perfil gaussiano. La corrida fue hecha
para N = 8000 y ¢ = 1,38

Los resultadis realizados al modelo d-HMF', han revelado una rica fenomeno-
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Figura 2.9: En el panel a) se muestra el perfil de distribucién de momentum p en
el segundo gss. Se puede apreciar que no es un perfil gaussiano. En el panel b) el
perfil de distribucion del equilibrio MBG claramente gaussiano. Estos datos fueron

tomados para N = 500, con energia ¢ = 1,38.
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Figura 2.10: Espacio de fases del modelo d-HMF. Cada snapshot es una instantanea

del espacio de fases en los tiempos t = 20s, t = 200s, t = 6 x 10°s y t = 5 x 10°s.
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logia en cuanto a los estados QSS que éste presenta. Sin embargo la informacién
obtenida mediante la dinamica molecular nos lleva a hacer un segundo estudio me-
diante la ecuacion cinética de Vlasov para descartar los efectos de tamano finito que
pueden estar relacionados con la aparicion del primer QSS. Como se puede ver en
la figura 2.6, a medida que N crece el primer QSS comienza a acercase al segundo,

lo que plantea la posibilidad que en el limite termodinamico éste desaparezca.

2.3. Dinamica de Vlasov

En esta seccion se derivan las ecuaciones para la dindmica de Vlasov, del mo-
delo d-HMF'. Posteriormente se muestran algunos resultados preliminares de las
simulaciones numéricas obtenidas para este modelo, usando el codigo vinf90 [63].
Cantidades de interés tales como la energia interna, cinética y potencial por par-
ticula, magnetizacion y entropia se pueden observar en las figuras (2.11 y 2.12).

A continuacion a partir de la ec. 2.7 es posible derivar una expresion para la la

energia potencial de una particula, cuya expresion viene dada por

I
=[>

(cos(f) cosf; — 3cosfcosb; + 2))

7j=1

A
= v Z (sinfsinf; — 2cosf cosb; + 2)
j=1

= A(Mysin@ — 2M,sinf + 2)), (2.68)

donde 6 es la orientacion de la particula. En la ec. (2.7) hemos dejado el factor 1/2
fuera de nuestro de nuestro modelo ya que estamos considerando la energia que
ejercen todas las demas particulas sobre una sola.

Pasando al continuo la ec. (2.68) obtenemos

{U,t)) = /f(&’,p’, t)(2 + cos(6' — ) — 3cos 0’ cos 0)db' dp
= 2—2M,cosf + M,sin6. (2.69)
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Derivamos la ec. (2.69) para obtener las fuerzas de campo medio,

0
—W = —2M, sinf — M, cosf. (2.70)
Luego como ﬁ =F, 5= —V(U), la ecuacion de Vlasov puede expresarse como
of of : af
5 TPag + (—2M, sin — M, cos Q)a—p =0 (2.71)

y la energia total especifica o densidad de energia en el tiempo t es

|
e(t) = 5 ]6‘9,17,t]?2019dp—1 f(O,p,t)(2 —2M, cos® + M, sin6)dbdp
2 7 y
1 1
= 5 [ FOp sy 5 (2 - 2002 4 012) (2.7

Nuestro modelo incluye las ecuaciones (2.69, 2.70, 2.71, 2.72) que han sido intro-
ducidas al codigo vinf90 reemplazado las ecuaciones (1.34, 1, 1.36, 1.38, 1.39) del
modelo HMF'.

2.3.1. Resultados preliminares

En la seccién 2.2 se mostrd que existian dos QSS, mostrados en la figura 2.6.
Sin embargo, el primero de ellos resulté ser mas inestable que el segundo. Es por
esto que esperamos determinar la naturaleza de los mismos a través de la dindmica
de Vlasov.

En la figura 2.11 se muestran los resultados de una simulacién con un water-bag
homogéneo dado por 0y = 2,374 v pg = 2,374, con energia € ~ 1,8.

En la primera figura se muestran las energias; interna (continua), cinética (dis-
continua con rayas) y de interacciéon (punto y raya), versus tiempo. Se puede
observar que el valor de energia interna por particula € ~ 1,8 genera una mag-
netizacion nula, como se aprecia en la segunda figura (2.11). Esto concuerda con
lo que sabemos para el modelo d-hmf de la tercera figura (2.7), para € > 1,5, el
sistema tiene magnetizacion nula. En la figura (2.11) se muestra la entropia de

grano grueso versus tiempo, la cual es concava en el periodo de tiempo mostrado.
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Figura 2.11: Energia interna (continua), cinetica (discontinua con rayas) y de in-
teraccion (punto y raya), versus tiempo para el water-bag homogéneo 6y = 2,374
vy po = 2,374. Se observa que la energia interna total es aproximadamente 1,8. La
figura central muestra la magnetizacion versus tiempo, para el water-bag homogé-
neo 6y = 2,374 y py = 2,374. Se observa que la magentizacion es cero para el valor
de energia ¢ ~ 1,8. La tultima figura muestra la entropia de grano grueso versus

tiempo para el caso homogéneo .
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En la figura 2.11 se muestran los resultados de una simulacién con un water-bag
inhomogéneo con 6y = 0,03 y py = 2,5 con € ~ 1.

En la primera figura 2.12 se muestran las energias; interna (continua), cifietica
(discontinua con rayas) y de interaccién (punto y raya), versus tiempo. Se puede
observar que el valor de energia interna por particula € ~ 1,0 genera una magne-
tizacion no nula de aproximadamente 0,6, como se aprecia en la segunda figura
(2.12). Esto concuerda con lo que sabemos para el modelo d-hmf de la figura (2.7),
para € < 1,5, el sistema tiene magnetizacion no nula. En la tercera figura (2.12) se
muestra la entropia de grano grueso versus tiempo, la cual es concava en el periodo
de tiempo mostrado.

Los resultados preliminares muestran que los cambios introducidos en el c6digo
estdn correctos, puesto que nos arrojan resultados coherentes respecto a la mag-
netizacion para energias menores a 1,5, y una magnetizacion nula para € > 1,5,
como revelan los calculos analiticos microcandnicos, y la dindmica molecular. Sin
embargo, todavia se requiere revisar y ajustar parametros del programa. Es por
ello que vemos en las figuras (2.11, 2.12) como el sistema se vuelve inestable al
comienzo (hasta t = 25). Esto puede deberse a que las condiciones iniciales no son
soluciones de la ecuacion de Vlasov y el sistema debe termalizar para encontrar
una solucion de la ecuacion de Vlasov, por lo que habria que revisar si esta ines-
tabilidad se pierde al ingresar soluciones mas cercanas a las soluciones conocidas
de la ecuacion de Vlasov. Debido a esto es que vemos una fluctuacion al comienzo

en la energia y en la entropia.
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Figura 2.12: Energia interna (continua), cinetica (discontinua con rayas) y de in-
teraccion (punto y raya), versus tiempo para el water-bag inhomogéneo 6y = 0,03
v po = 2,5. Se observa que la energia interna total es aproximadamente 1,0. La
figura central muestra la magnetizacion versus tiempo, para el water-bag inhomo-
géneo Oy = 0,03 y pg = 2,5. Se observa que la magentizacion es cero para el valor
de energia ¢ ~ 1,0. La ultima figura muestra la entropia de grano grueso versus

tiempo para el caso inhomogéneo .
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Capitulo 3

Soluciones estacionarias de la

ecuacion de Vlasov

Ahora nos centraremos en encontrar algunas soluciones de la ecuaciéon de Vla-

SOV,

of ~of  .of _
5t TPag TP, =0 (3.1)

Notemos que el siguiente ansatz,

f(0,p) = exp (=B(K +V)), (3.2)

es una solucion estacionaria de la ecuacion de Vlasov con df /0t = 0, donde K =

p?/2y V = V(0), entonces,

f(0,p) = exp (—BK))exp (—=pV)),

(3.3)
derivando obtenemos,
of  Of OK _
af  ofov _
90~ ov.os f-(Bp) (3.4)



luego, reemplazando en Eq.(3.1), tenemos:

Vo + IS = bl - (80) + bF - (~Bp) =0 (35)

El caso mas general de solucion estacionaria es cuando la funcion de distribucion
toma la forma f(6,p) = ¢(kE), donde k es una constante y £ = K + V. Ademas

sea 1 = kFE, entonces,

of _ 090p _

w ~ ovop O

of 0 .

o0~ avos O 36)

que cumple evidentemente con Eq.(3.1). Esta soluciéon es solamente una de las
posibles soluciones estacionarias de la ecuacion de Vlasov. Numericamente han
sido encontradas otras soluciones estacionarias o cuasi-estacionarias. Por esto es

que la funcién de Tsallis,

f(6,p) = (1— (1 —q)BE)™7, (3.7)

es solucion de la ecuaciéon de Vlasov. Si buscamos un criterio que nos permita

encontrar soluciones estacionarias separables del tipo f(6,p) = F(V(0))G(K),

vemos que,
of  _0GoK
of  _OFOV ..
0 - GW%—GF( p), (3.8)

luego, llegamos al criterio FG' = F'G. Este criterio nos lleva inevitablemente a

que tanto F' como G, deben er de la forma:

FG' = F'G,
G F
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como el lado izquierdo es solo funcién de p y el derecho solo funcién de 6, entonces

igualamos a una constante,

luego tenemos,

Para 6 ocurre algo similar,

FG' = F'G,
G/
—=A
G ?
dG
G~
(3.10)
dG
— = AdK
G aK,
G = exp(AK). (3.11)
F/
7oA
dF
Fdv 4
dF
- = AdV,
F = exp(AV), (3.12)

esto quiere decir que cualquier criterio de separabilidad, conduce irremediable-

mente a una funcion de equilibrio canénica. Probemos la separabilidad de Tsallis,

esto es:

F0.p) = [(1= (1= BE)™ | [(1 = (L= @)BV) ™7 | = ,(K)e,(V),  (3.13)

entonces,
of  Oey(K)OK
a_p = 0K a_peq(v)>
) 1 g
a_£ = o (- =@ (-8,
a 1
o= - - )sK)T (3.14)
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Figura 3.1: Distribucion Water-Bag homogénea (uniforme)

mientras que,

of _ e )aeq(V)a_V
ge 1 ov 00’
1 .
a_g = 1—_(](1—(1—(1)5\/)1*‘1 =1 —-q)B)(—p),
A -V B (3.15)
luego,

0 0 ! -
pa_£+-1?3_£ = p(1—(1—q)BV)= " Bp—p(l—(1—q)BK)="pp

= wB|(1-(1=q)BV)™ ' = (1= (1—q)BK) ™| (3.16)
de donde se obtiene que:
(1= -qpV)=i =1 - (1-gpK)Ti (3.17)

lo que conduce a que K = V.
Podemos calcular las fuerzas debido distintas distribuciones a partir de la ex-

presion:
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Capitulo 4

Discusion cumplimiento de los

objetivos

El objetivo general de esta tesis no ha sido modificado, sin embargo, se han
incorporado nuevos objetivos especificos.

En la siguiente lista se ubican objetivos especificos, de los cuales los primeros
ocho corresponden a los objetivos originales. En ellos se indican el porcentaje de
avance y un breve comentario.

OE.1 Desarrollar rutinas de programacioén en paralelo para FORTRAN9O0.
(5%)

En este aspecto se ha revisado el codigo vinf90, encontrando que ya se encuentra
paralelizado. Sin embargo es posible mejorar el programa, de modo que puedan
calcularse varias configuraciones en paralelo para diferentes condiciones iniciales.

OE.2 Caracterizar la distribucion de velocidades obtenida de dinamica mole-
cular en los dos regimenes QSS. (50 %)

Hasta el momento se han estudiado los perfiles de distribucion de velocidades
del segundo QSS encontrado como se aprecia en la figura (2.9). De ello se observa
que el segundo QSS presenta distribuciones no gaussianas. Queda pendiente la

descripcion del primer QSS.
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OE.3 Describir la funciéon de distribucion en funciéon del tiempo, bajo diferentes
condiciones iniciales, obtenida de la ecuacion Vlasov. (10 %)

Los datos obtenidos por las simulaciones contienen informacion sobre la fun-
cion de distribucion, sin embargo, ain se esta investigando la extraccion de esta
informacién de del archivo dhmf.h5 generado por el programa.

OE.4 Obtener cantidades termodinédmicas tales como entropia, calor especifico,
etc, durante la dindmica del sistema, es decir, fuera del equilibrio, con la dindmica
de Vlasov, para ser comparadas con las obtenidas por dindmica molecular. (20 %)

Hasta el momento se ha descrito la magnetizacion, las energias interna, ciné-
tica y de interaccion junto con la entropia del sistema bajo diferentes condiciones
iniciales. Como atin faltan ajustar parametros en el programa la comparacién con
los resultados de dindmica molecular ha sido de caracter general como se mostré
en la seccion 2.3.1.

OE.5 Estudiar los efectos de tamarnio finito y el limite termodindmico mediante
la verificacion de la propiedad de ergodicidad del sistema. (0 %)

OE.6 Describir los estados del modelo d-HMF, es decir, los estados QSS, me-
diante la estadistica de Lynden-Bell. (20 %) Se la logrado describir la entropia de
Lynden-Bell del sistema en los estados estacionarios de la ecuacion de Vlasov en-
contrados, sin embargo atun se requiere ajustar los parametros del sistema para
lograr una correcta descripcion de estos estados mediante ésta estadistica.

OE.7 Aplicar el modelo d-HMF al estudio de las parté¢ulas cargadas en un
aparato de cortina eléctrica. (0 %)

OE.8 Aplicar el modelo d-HMF al estudio sistemas formados por rotores mole-
culares y su interaccion con el medio ambiente en la aproximacion de campo medio
de orden cero. (0 %)

OE.9 Analizar la potencia de aproximacion del método del punto silla. (100 %)

En este aspecto se investigo la potencia del método del punto silla, que ha sido

mostrada en la seccion (2.1.1).
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OE.10 Resolver el modelo d-HMF en el ensemble microcanoénico. (100 %)

El modelo d-HMF habia sido resuelto analiticamente en el ensemble canoénico,
pero se desconocia si el modelo presentaba equivalencia de ensembles entre el
conjunto canénico y el microcanénico. La completa resolucion de este ensamble ha
sido mostrada en la seccion (2.1.2).

OE.11 Resolver la ecuaciéon de Schraodinger de un dipolo eléctrico bajo la accion
de un campo magnético externo uniforme. (10 %)

Si bien no se ha mostrado en este avance, la resolucion de este problema es
un paso previo para cumplir los objetivos (7 y 8), al incorporar el tratamiento
cuantico.

OE.12 Modelar un sistema de dipolos eléctricos bajo condiciones de borde
periddicas en una red tridimensional. (10 %)

En el proyecto de investigacion se menciond una posible pasantia doctoral con
el objetivo de resolver el problema de los dipolos en tres dimensiones. Respecto a
esto se ha conseguido el contacto con el Dr. Godehard Sutmann, y se ha redactado
un proyecto de investigacion, el cual se encuentra en proceso de revisiéon para

postular a becas externas del gobierno de Alemania.
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.1. Algoritmos Computacionales

Soluciéon Analitica d-HMF
Para comparar los calculos de la funcién de particiéon completa, versus la apro-
ximacion del SPM de la ecuacion 2.32, esto es F(SA) comparada con F(N, SA),

se utilizo el método del trapecio con n = 1000 rectangulos.

oot (228 ()

k=1

Para la Fig. 2.2, solo se calculd hasta N = 100, ya que F(N,8)\) ~ 10%%% para
N > 100.

Dindmica Molecular

La dindmica molecular es una herramienta poderosa para resolver la dinamica
de sistemas en los que se conoce las ecuaciones de movimiento de cada particula.
La desventaja es que en ella se generan muchas correlaciones, lo que se traduce
en interpretacines incorrectas de los datos obtenidos. Existen diversos mecanismos
para integrar las ecuaciones de movimiento, ejemplos de ellos son el algoritmo
Método de Euler, Runge-Kutta, Verlet, coeficientes simplécticos, etc.

Para la dindAmica molecular se utilizo6 una rutina simpléctica de cuarto orden
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[54] para integrar las ecuaciones de movimiento, dada por

pop = 2x%0,3333333333333333
den = 2 — pop
c1 = 1/(2den)

¢z = (1=pop)cy
3 = C
G = ¢
di = 1/den
dy = —pop/den
ds = d;
dg = 0
he(l) = c¢h
he(2) = ch
he(3) = csh
he(4) = c4h
hd(l) = dih
hd(2) = dyh
hd(3) = dsh
hd(4) = dsh

Dinadmica de Vlasov

La resolucion numérica de la ecuacion de Vlasov sigue siendo un campo de
investigacion activo, a pesar de que sus fundamentos se establecieron en 1976
(Cheng y Knorr).

Para resolver la ecuacion de Vlasov del modelo d-HMF, se utiliz6 el programa

vmf90 de Pierre de Buyl [63]. Este programa utiliza el algoritmo semi-lagrangiano,
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junto con la interpolacién cibica de ranura.

Algoritmo semi-lagrangiano: Fue propuesto por Cheng y Knor [72| en Pro-
porciona una forma de resolver numéricamente una ecuaciéon de adveccion para los
datos almacenados en una malla. En lugar de usar ecuaciones de diferencias finitas,
la solucion se encuentra siguiendo la trayectoria de la cantidad transportada hacia
atr§ en el tiempo. El algoritmo semi Lagrangiano para la ecuacién de Vlasov se

describe en [62|. Reproducimos aqui los pasos del algoritmo para mayor claridad.

2
donde 6 = 0 — pAt/2 y F* es la fuerza de campo medio y f* = f(6,p, sAt).

P00 = (0= 80 (4 370 ) o - 8070, @)

Ecuacion de adveccion: Para resolver la ecuacion de Vlasov, utilizamos el algo-
ritmo de divisién de tiempo introducido en el trabajo de Cheng y Knorr (Cheng
y Knorr, 1976). Solo un problema de advecciéon unidimensional debe ser resuelto
en esta situacion.

La adveccion 1D con un campo de velocidad constante dice:

of of
“or T ot

Considerando el problema en una grilla fija, una forma simple de resolver numéri-

0. (3)

camente este problema es un esquema explicito de diferencia finita. Entoncesdis-

cretizando la ecuacion de advecciéon tenemos,

fE=fa =5
A a0 (4)

donde ff = f(x;,sAt), con x; = zo + iAzx, i € [1, N,] Como estas diferencias

presentan problemas ya que son fuertemente disipativas, se utilizara el método de
interpolacion cubica de ranura.

La implementacion del algoritmo es la siguiente,

1. Adveccién en la variable 8, medio paso de tiempo, esto es,
[ (05 = pm) = f(0i — pmAL/2, pr).
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2. Célculo de la fuerza para f*.

3. Adveccioén en la direccion p, un paso de tiempo, esto es,
70 = pm) = [*(0i,pm — F7(0:)At).
4. Adveccién en la direccion 0, medio paso de tiempo, esto es,

O — pm) = [(0; — prAL/2, D).

Cada uno de estos pasos se realiza para toda la malla antes de pasar a la
siguiente. Se dice que este método, que involucra una malla fija y trayectorias a lo
largo de las caracteristicas hacia atras en el tiempo, es semi-lagrangiano.

Interpolacién ctbica de ranura: consiste en utilizar un polinomio de grado
3 para interpolar los puntos que estan fuera de la malla. La interpolaciéon solo
necesita ser unidimensional, ya sea en el espacio € o en el espacio p, simplificando
el procedimiento numérico. Las ranuras ctibicas se utilizan cominmente en simula-
ciones de plasma, pero existen otros algoritmos de advecciéon que pueden mejorar

las propiedades de conservaciéon o monotonicidad, segin la situacion.

I0)



