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Resumen

En la presente investigación, se estudia el modelo d-HMF propuesto por Cu-

rilef y Atenas [1], un modelo de campo medio con interacciones de largo alcance

inspirado en la interacción dipolo-dipolo, cuyo nombre se debe a su similitud con

el modelo HMF (Hamiltonian Mean Field model). Dentro de los desafíos de esta

tesis se destaca la resolución del modelo d-HMF en los ensambles canónico y mi-

crocanónico y la descripción analítica y numérica de la función de distribución del

sistema. Este modelo ha sido estudiado tanto en el equilibrio como fuera de este.

En el equilibrio se han encontrado soluciones analíticas para la energía interna por

partícula y la temperatura mediante el empleo de los procedimientos estándar de

la mecánica estadística como lo son el cálculo de la función partición en el ensam-

ble canónico y el cálculo del número de microestados accesibles en el ensamble

microcanónico. Los resultados indican que existe una equivalencia de ensambles

entre el canónico y microcanónico. También, se calcula la función de distribución

de equilibrio de Boltzmann-Gibbs (BG) de este sistema, la cual coincide con los re-

sultados analíticos de los ensambles canónico y microcanónico, por lo que el estado

de equilibrio del modelo ha sido descrito completamente. A pesar de que el estado

de equilibrio presenta varias anomalías discutidas en la literatura reciente, nuestro

propósito se centra en describir los estados de estacionarios de evolución de cortos

tiempos comparados con los tiempos que involucra el equilibrio. En cuanto a la di-

námica del sistema fuera del equilibrio, se estudian los estados cuasi-estacionarios

Quasi-Stationary-States (QSS) presentes en este sistema. Mediante simulaciones

de dinámica molecular se encuentran dos tipos de estados QSS fuera del equilibrio.

Para su descripción, se utiliza una combinación de dos técnicas; los métodos de la

dinámica molecular y soluciones estacionarias de la ecuación de Vlasov asociadas a

las ecuaciones de movimiento del sistema. A partir de las simulaciones de dinámi-

ca molecular, se obtienen datos relevantes de la dinámica como la energía interna,
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cinética y potencial por partícula, la magnetización, las distribuciones marginales

en los momentos y en las orientaciones. Además, se obtiene una ley de potencia

para el tiempo de duración del segundo estado QSS. Desde el punto de vista analí-

tico se encuentran soluciones estacionarias de la ecuación de Vlasov para describir

los estados QSS observados con la dinámica molecular. Las soluciones estacio-

narias ensayadas en esta tesis, corresponden a funciones de distribución del tipo

q-exponencial. En particular, se encuentra que una de estas soluciones describe de

manera muy precisa las distribuciones marginales de los momentos y las orienta-

ciones de uno de los estados QSS hallados con la dinámica molecular. Asimismo, se

establece una transformación matemática que vincula los parámetros de la función

q-exponencial utilizada como solución de la ecuación de Vlasov con los parámetros

de la estadística de Tsallis. Por último, se encuentran las distribuciones margina-

les analíticas generales en los momentos y las orientaciones, siendo la distribución

marginal en las orientaciones una expresión integral sin primitiva, mientras que la

distribución marginal en los momentos tiene una expresión matemática definida.
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Estructura de la Tesis

En el capítulo 1, se describe el marco teórico que sustenta esta tesis y se da una

visión general de la metodología utilizada en mecánica estadística y en particular

en esta tesis. En el capítulo 2, mostramos los resultados más interesantes del mo-

delo HMF, tanto en el equilibrio (soluciones analíticas) como fuera del equilibrio

(presencia de estados QSS), que vienen de la ecuación de Vlasov, y las estadísticas

de Tsallis y Lynden-Bell. En el capítulo 3, definimos el modelo d-HMF, deriva-

mos las ecuaciones de movimiento y mostramos los resultados de simulaciones de

dinámica molecular. Asimismo, se describe la dinámica de este sistema fuera del

equilibrio, en donde se observa la presencia de los estados QSS. En el capítulo

4, se muestran en detalle los cálculos analíticos en los ensambles canónico y mi-

crocanónico de las soluciones de equilibrio del sistema, cuya obtención se basa en

los procedimientos estándar de la mecánica estadística: el cálculo de la función

de partición canónica y el conteo de microestados accesibles microcanónico. En el

capítulo 5, se obtiene la función de distribución de equilibrio de BG y de la ecua-

ción cinética de Vlasov se obtienen las expresiones analíticas de las funciones de

distribución que describen los estados cuasi-estacionarios presentes en el modelo.

Por último, se obtiene una transformación que permite conectar la estadística de

Tsallis con las soluciones de la ecuación de Vlasov. Finalmente, en el capítulo 6,

se comentan los principales resultados de este trabajo resaltando las principales

conclusiones y posibles trabajos futuros a desarrollar a raíz de esta tesis.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Comentarios generales y motivación

En la física teórica se proponen modelos matemáticos con el fin de explicar

la realidad. Algunos son tan simplificados que sólo pretenden capturar aspectos

significativos de alguna realidad física; sobre todo, cuando se trata de analizar

procesos y situaciones complejas. Modelos que no pretenden capturar la realidad

con algún grado de aproximación, pueden ser llamados modelos matemáticos; pero

no de la física o alguna ciencia práctica.

Los sistemas físicos reales constituidos por un gran número de partículas suelen

albergar un número considerable de interacciones que lo forman, las cuales se

pueden clasificar según la distancia en que actúan, en interacciones de corto y de

largo alcance.

Las interacciones de corto alcance suelen aparecer con mayor abundancia en

sistemas nanoscópicos mientras que las de largo alcance actúan principalmente en

sistemas a escala astrofísica, sin embargo, a escala mesoscópica estas interaccio-

nes suelen competir fuertemente para gobernar la dinámica y termodinámica del

sistema dando origen a las propiedades macroscópicas de los materiales.

En esta tesis estamos interesados en estudiar las propiedades termoestadísticas
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de un tipo de sistema cuyas interacciones son de largo alcance, el así llamado

modelo d-HMF propuesto por Curilef y Atenas [1].

El modelo d-HMF es el primer modelo que considera el potencial dipolar eléc-

trico para describir una dinámica de muchos dipolos. Si bien es un modelo simple,

este presenta una transición de fase continua del tipo para-ferromagnética. Su es-

tudio aún es preliminar, ya que hasta el momento solo se ha resuelto la versión

unidimensional en el marco de la aproximación de campo medio.

Debido a que el modelo d-HMF se inspira directamente en sistemas reales,

y presenta un comportamiento macroscópico no trivial, podría ser utilizado en

diversas aplicaciones, ya que tanto en el área de la biología, química como de la

tecnología, existen sistemas formados por dipolos eléctricos (enlaces iónicos) tales

como NaCl, HCl, LiF, CaNO3+, MgO, SiO2, NO3− etc, los cuales, además son

abundantes en la naturaleza y esenciales tanto para el metabolismo de los seres

vivos, así como en la elaboración de materiales de uso industrial. En los últimos

años la caracterización de rotores y motores moleculares ha causado gran interés

en la comunidad científica, pues constituye un aporte sustancial en la comprensión

del funcionamiento de los organismos microscópicos que permiten la vida. Esta

es una de las motivaciones del presente estudio. Recientemente se han realizado

varios trabajos que concluyeron en la creación de los primeros motores moleculares

artificiales [2–5], en los que mediante campos eléctricos y magnéticos se ha logrado

generar movimientos de traslación y rotación de moléculas. Con la tecnología actual

por ejemplo, se pueden controlar bancos de células (bacterias) mediante el uso de

estas técnicas [6].

Asimismo, varios estudios teóricos clásicos han sido desarrollados para modelar

el comportamiento de cargas eléctricas sometidas a campos eléctricos y/o magné-

ticos [9–14], los cuales nos han mostrado la diversidad de movimientos posibles

para distintas condiciones iniciales. En el ámbito de la tecnología, estos estudios se

han utilizado para crear un aparato llamado cortina eléctrica (Electric curtain
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device) [8–14], que sirve para aislar pequeñas partículas en su interior mediante

el uso de campos eléctricos. De ahí la importancia de estudiar sistemas formados

por dipolos eléctricos en presencia de campos eléctricos y/o magnéticos. Por lo

tanto, los resultados de esta investigación pueden ser considerados en las aplica-

ciones antes mencionadas como es el caso de los motores moleculares y los aparatos

de cortina eléctrica, los cuales están relacionados con el estudio de estos sistemas

formados por dipolos eléctricos.

1.2. Soluciones analíticas y métodos numéricos en

física estadística

La mecánica estadística junto con la teoría cinética, constituyen herramientas

muy poderosas para estudiar la dinámica y la termodinámica de sistemas formados

por muchas partículas dentro y fuera del equilibrio a partir de una configuración

inicial dada. A lo largo de la historia se han desarrollado diversos modelos teó-

ricos que intentan describir situaciones físicas reales, tales como Van der Waals,

Curie-Weiss, Einstein, Brag-Williams, Bethe-Peierls, Ising, Potts, Chandrasekhar,

Hydrodynamics, Self-gravitating, HMF [17–26] e incluso con aplicaciones sociales

[27]. Estos modelos han sido popularizados, resueltos y discutidos en libros tales

como [28, 30–33, 35–38]. Sin embargo, muchos de ellos aún no tienen solución

analítica conocida 1, como es el caso del modelo de Ising en tres dimensiones. Es-

to debido a la dificultad a la hora de resolver las integrales multidimensionales.

Por esto, es que se hace necesario resolver el sistema numéricamente. En la lite-

ratura podemos encontrar algunos mecanismos de carácter determinista y otros

estocásticos los cuales se detallan a continuación:
1Solución analítica se refiere al cálculo exacto de la función de partición y la energía libre de

Helmholtz (si se utiliza el ensamble canónico), el número de microestados accesibles y la entropía

en el caso microcanónico, etc.
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1. Dinámica molecular (DM): existen dos versiones clásica y cuántica. La

versión cuántica es conocida como ab initio, y se basa en la resolución de

la ecuación de Shrödinger de un sistema de partículas. La versión clásica

(utilizada en esta tesis) es determinista y está basada en la integración di-

recta de las ecuaciones de movimiento clásicas, es decir, las ecuaciones de

Hamilton, o bien las de Langrange o Newton, según el esquema a utilizar.

De esta simulación se obtiene la posición y velocidad de cada partícula que

conforma el sistema en cada instante a partir de unas condiciones iniciales.

Con esta información es posible obtener los promedios estadísticos corres-

pondientes a cantidades termodinámicas de interés como la magnetización,

el calor específico, energía cinética promedio, entre otras.

2. Ecuaciones cinéticas: otra forma de estudiar los sistemas de partículas es

mediante ecuaciones cinéticas 2. Estas ecuaciones son aproximaciones útiles,

cuyas soluciones permiten obtener una función de distribución de probabili-

dad del sistema con la que se calculan los promedios estadísticos. Ejemplos

de ellas tenemos: las ecuaciones de Boltzmann, Lorentz, Vlasov, Poisson-

Boltzmann, etc. Aunque de manera más general, la única dinámica exacta

para funciones de distribución es la ecuación de Liouville basada en la fun-

ción de distribución de todas las partículas que forman el sistema, esto es

F (~r1, ~p1, ..., ~rN , ~pN , t). Esta función contiene toda la información del sistema

y nos dice como están distribuidas las partículas en el espacio de fases. A

partir de ella se pueden calcular todas las cantidades termodinámicas tales

como la energía cinética promedio, energía interna, entropía, etc. Sin em-

bargo, a pesar de que la ecuación de Liouville describe de manera exacta

la dinámica, ésta no parece aclarar cómo los sistemas con interacciones no
2Si bien estas ecuaciones han sido planteadas aquí como un método numérico, estas pueden

tener soluciones analíticas conocidas, pero no necesariamente serán equivalentes a la solución

analítica obtenida por la mecánica estadística, ya que son aproximaciones.
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lineales evolucionan hacia el equilibrio [39]. Por otro lado, conocer la función

de distribución de todas las partículas F (~r1, ~p1, ..., ~rN , ~pN , t) es computacio-

nalmente inviable cuando el número de partículas es grande, por eso se suelen

utilizar funciones de distribución reducidas que involucran menos partículas.

Estas funciones reducidas omiten parte de la información del sistema a cam-

bio de expresiones más manejables. Así el caso más sencillo consiste en la

función reducida de una sola partícula esto es f(~r, ~p, t).

Como la función de distribución de una partícula es una función de tres

variables, la evolución temporal de ésta nos da como resultado la famosa

ecuación de Boltzmann,

df

dt
=
∂f

∂~r

d~r

dt
+
∂f

∂~p

d~p

dt
+
∂f

∂t
. (1.1)

La expresión da cuenta que el cambio de la función de distribución f en el

tiempo equivale al ritmo con el que entran y salen partículas en una parte

infinitamente pequeña del espacio de fases d3~rd3~p. Este término es llama-

do operador de colisión I(f) = df
dt
, ya que los eventos de colisión entre las

partículas determinarán este flujo.

En esta tesis, utilizaremos soluciones de la ecuación de Vlasov, la cual es útil

para describir estados fuera del equilibrio. Esta ecuación no es más que la

ecuación de Boltzmann sin efectos correlativos, esto quiere decir que el opera-

dor de colisión es idénticamente cero. En los siguientes capítulos se muestra

una deducción formal de esta ecuación a partir de la Jerarquía BBGKY

(Bogoliubov–Born–Green–Kirkwood–Yvon) [36] de funciones reducidas.

Por otro lado, cuando no se conocen las interacciones que gobiernan el sis-

tema, existe otro tipo de ecuaciones llamadas ecuaciones maestras, que in-

cluyen términos probabilísticos similares al operador de colisión, ejemplos

de ellas son las ecuaciones de Langevin, Difusión, Fokker-Planck, Chapman-

Kolmogorov, etc. [36]; todas intentan obtener información del sistema por
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medio de fuerzas de carácter aleatorio, lo que permite entre otras cosas, des-

cribir por ejemplo el movimiento Browniano.

3. Métodos Monte Carlo (MC): en física estadística, estos métodos utilizan

probabilidades y ecuaciones maestras para simular un sistema de partículas.

En general, estos simulan la situación de equilibrio en el ensamble canónico,

aunque más recientemente estos métodos han sido ampliados para simular

otros ensambles estadísticos y estados fuera del equilibrio. En estas simula-

ciones, la dinámica es ficticia, pues mediante números aleatorios se generan

nuevas configuraciones del sistema hasta llegar a una configuración de equi-

librio. Los cálculos estadísticos del tipo función de partición y los promedios

de observables macroscópicos convergen más rápido que realizando la inte-

gración numérica directa (por cuadraturas como los métodos de trapecio o

Simpson), por lo que el costo computacional de estos métodos es mucho me-

nor que el de la integración directa para el cálculo de la función partición,

lo que acelera los cálculos a la hora de obtener diagramas de fase donde se

observa el comportamiento general de un sistema como lo son los cambios de

fase. En esta tesis se discute un modelo específico desde el punto de vista de-

terminista, eliminando cualquier aproximación implícita en la aleatoriedad.

La utilización de alguna de estas herramientas depende en concreto de lo que se

desee estudiar. Si bien es posible utilizar todas, cada una de ellas entregará, más

o menos, la misma información del equilibrio, pero si queremos estudiar lo que

sucede fuera del equilibrio, lo mejor sería utilizar la dinámica molecular y alguna

ecuación cinética apropiada.

Lo interesante del estudio fuera del equilibrio es la presencia de estados cuasi-

estacionarios, que corresponden a estados en los que el sistema queda atrapado

por un período de tiempo considerable y que crece conforme aumenta el tamaño

del sistema. Estos estados pueden ser estados de equilibrio estables o inestables y
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suelen aparecer en regiones cercanas a la zona de transición de fase del sistema.

La conexión de estos estados con la termodinámica es que están representados

por valores anómalos en las funciones respuesta, como por ejemplo capacidades

caloríficas negativas 3. Hasta el momento los estados cuasi-estacionarios han sido

observados tan sólo en el ensamble microcanónico y bajo ciertas condiciones ini-

ciales, mediante dinámica molecular y la ecuación cinética de Vlasov. Asimismo,

han sido observados experimentalmente en plasmas [50].

Es importante destacar que en la literatura también se mencionan los así lla-

mados estados metaestables, que aunque en la literatura muchas veces suelen

ser tratados como sinónimos de los estados cuasi-estacionarios, no son lo mismo.

Se habla de estados metaestables cuando un sistema posee más de un estado de

equilibrio estable, y dentro de estos estados se les llama metaestables a los de

mayor energía, porque ante pequeñas perturbaciones el sistema transita hacia el

estado de equilibrio con menor energía. En estos estados también se obtienen va-

lores anómalos de las funciones respuesta que aparecen durante las transiciones

de fase discontinuas, donde las distribuciones de los observables macroscópicos

fundamentales son multimodales.

Si bien la utilización de alguna de estas tres herramientas depende fuertemente

del sistema a estudiar, se debe tener en cuenta qué es lo que se desea estudiar, si

sólo queremos describir el sistema en el equilibrio, una dinámica de Monte Carlo es

más que suficiente, pero si se desea estudiar al sistema fuera del equilibrio, deben

aplicarse los métodos de la dinámica molecular y/o los tratamientos ofrecidos por

las ecuaciones cinéticas o métodos especiales para Monte Carlo fuera del equilibrio.

Otro aspecto importante a la hora de elegir alguna de estas herramientas, es

la naturaleza del propio sistema. En la literatura existen diversos algoritmos para

tratar los sistemas según su naturaleza. Por ejemplo, los algoritmos de clústeres
3Capacidad calorífica negativa quiere decir que conforme aumenta la energía interna se pro-

duce una disminución en la energía cinética promedio.
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utilizados en los métodos Monte Carlo suelen ser mejores en sistemas cuyas in-

teracciones conllevan fuertes correlaciones. En dinámica molecular, si bien existen

algoritmos generales para la integración de los sistemas de ecuaciones diferenciales

como Runge-Kutta, la naturaleza de un sistema de ser hamiltoniano (conservati-

vo) permite utilizar métodos de integración más adecuados basados en algoritmos

simplécticos, como Verlet o Leapfrog [65].

Debido a su naturaleza, los sistemas formados por dipolos eléctricos y en par-

ticular el modelo d-HMF se enmarcan dentro de los sistemas con interacciones de

largo alcance los cuales serán descritos en la siguiente sección.

1.3. Interacciones de largo alcance

Los sistemas se pueden clasificar según su interacción en dos grupos, los siste-

mas con interacciones de corto alcance, y los sistemas con interacciones de largo

alcance [38] (aunque, también existen sistemas cuyas interacciones tienen un com-

portamiento marginal entre estos dos grupos, como los propios sistemas 3D con

interacciones dipolares).

Para saber a qué grupo pertenece una interacción, consideremos un potencial

de interacción entre partículas, de la forma,

V =
A

rα
, (1.2)

donde r es el módulo de la distancia entre partículas y A es un factor de acopla-

miento que se considera constante para r � 1 y depende de r cuando r � 1. Si

α ≤ d la interacción es de largo alcance, donde d es la dimensión del espacio en la

que se encuentra el sistema. Por el contrario, si α > d, la interacción es de corto

alcance. Esto puede evidenciarse al tomar la energía potencial de una partícula

ε interactuando con el potencial de la ec.( 1.2), situada en el centro de una dis-

tribución homogénea de partículas en una esfera de radio R de dimensión d, con
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Figura 1.1: La figura muestra la separación de diferentes sistemas en las zonas

aditivas y no aditivas de la energía. El modelo d-HMF está en la zona no aditiva.

α 6= d,

ε =

∫ R

δ

ρ
A

rα
ddr = AρΩd

∫ R

δ

rd−1−αdr =
ρAΩd

d− α
(
Rd−α − δd−α

)
, (1.3)

donde δ es un pequeño radio introducido para evitar la divergencia del potencial

con δ � R, el cual no está relacionado ni con la naturaleza de las interacciones

de largo alcance, ni con la constante de integración. Ωd es el volumen angular

en dimensión d, y ρ es la densidad de carga, masa etc., que hemos considerado

constante. Para el caso marginal α = d, se tiene una divergencia logarítmica de la

 

δ 

r 

R 

Figura 1.2: Esquema para la evaluación de la energía ε.
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forma,

ε v log(R)− log(δ) (1.4)

Si α > d de la ecuación 1.3 vemos que la energía permanece finita y proporcional al

volumen para A constante, algo natural en los sistemas con interacciones de corto

alcance, donde el número de interacciones es proporcional a N . Por el contrario, si

α ≤ d con A constante, la energía diverge como una ley de potencias de R, ya que

se vuelve superlineal conforme crece el tamaño del sistema, esto es, ε ∝ V2−α/d,

donde V es el volumen del sistema, esto produce la pérdida de extensividad 4. Otra

característica de los sistemas con interacciones de largo alcance, es que en ellos se

presenta la pérdida de aditividad ya sea en la energía o en la entropía. Supongamos

que dividimos un sistema en dos o más partes y que la suma de las energías de cada

subsistema no es igual la energía total del sistema, entonces se dice que la energía

no es aditiva, lo mismo puede ocurrir con la entropía del sistema, en tal caso si la

entropía del sistema no es igual a la suma de las entropías de los subsistemas la

entropía no es aditiva 5. [62, 66, 68].

Sin embargo, para los modelos de campo medio (donde α = 0), es posible

introducir un factor, de manera de recuperar la extensividad como veremos más

adelante.

La pérdida de aditividad ya sea en la energía o en la entropía, está frecuen-

temente acompañada de la pérdida de extensividad en estas magnitudes. La ex-

tensividad es sutilmente diferente a la aditividad, porque pueden existir sistemas

donde la energía es extensiva pero no aditiva. La extensividad indica como dicha
4Extensividad se refiere a la escalabilidad de las magnitudes macroscópicas en relación con

el tamaño del sistema, esto incluye magnitudes no observables como la entropía. Por ejemplo,

cuando la energía escala proporcional al tamaño del sistema, se dice que la energía del sistema

es extensiva, si ésta escala de manera superlineal (como en este caso), entonces la energía del

sistema no es extensiva.
5El surgimiento de esta pérdida en la aditividad de la energía o de la entropía se debe al efecto

de las correlaciones, donde la longitud de correlación es comparable con el tamaño del sistema.
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magnitud física escala proporcional al tamaño del sistema, por ejemplo, en un gas

ideal, si hay más partículas, éstas ocupan un tamaño mayor acorde a este aumento

y es de esperar que la energía del sistema crezca si tenemos más partículas. Pero

puede ocurrir que al aumentar el número de partículas de un sistema no aumente

de energía o que aumente muy poco y no de manera proporcional. Si pensamos

en los microestados posibles de un sistema, puede que al aumentar el número de

partículas, éstas se muevan a regiones de menor energía, incluso energía negativa,

disminuyendo la energía total del sistema, o simplemente se agrupen en niveles de

energía de valor cero, lo que no aumentaría la energía del sistema 6. Para ilustrar

como se produce la pérdida de aditividad en la energía cuanto se tienen correla-

ciones de largo alcance, utilizaremos el modelo generalizado de Curie-Weiss, el

cual es un sistema tipo Ising pero con una variación que envuelve interacciones de

largo y corto alcance dado por,

E ∝
N∑

i<j

sisj
|i− j|α , (1.5)

donde si = ±1 es el espín, ∀i y α es un parámetro cuyo valor permite considerar

casos desde interacciones de corto alcance cuando α→∞ a interacciones de largo

alcance cuando α se hace más pequeño.

Ahora dividamos el sistema en dos partes I y II, cada una compuesta por N/2

sitios, donde todos los espines del subsistema I se encuentran en el estado arriba

(up), mientras que todos los del subsistema II se encuentran en el estado abajo

(down), como se muestra en la Fig. 1.3.
6Es importante señalar que en el caso de las interacciones de corto alcance la entropía de

Boltzmann es aditividad y extensiva, sin embargo, la energía interna solo es aditiva para el caso

de un gas ideal, mientras que para el resto de sistemas es siempre extensiva. Para sistemas con

interacciones de largo alcance lo que se busca es que la entropía sea extensiva porque esto preserva

la estructura de Legendre de la termodinámica y para conseguirlo debe utilizarse una entropía

no aditiva.
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Figura 1.3: Separación del sistema en los subsistemas I y II.

En la Fig. 1.4 se muestra la energía total del sistema para la misma situación

anterior con la mitad de los espines arriba y la otra mitad con espines abajo.

En el panel superior izquierdo se muestra el efecto del tamaño, se observa que

a medida que el número de partículas N crece, la energía total del sistema ET

(cuadrados rellenos) se acerca a la suma de las energías ES para valores de α

mayores, mientras que para α = 1 se observa una gran diferencia, claramente

cuando α crece, las interacciones son de corto alcance y por tanto la aditividad se

cumple. Para interacciones de largo alcance, como el caso α = 1 y el caso α = 0 se

observa una discrepancia entre ET y ES. En el panel superior derecho se muestra

como para α = 0 la diferencia entre ET y ES es muy grande y a medida que

el tamaño del sistema crece, la discrepancia observada es todavía mayor. En el

panel inferior izquierdo podemos ver el comportamiento de la energía total para

diferentes valores de α 0 < α < 1, mientras que en el inferior derecho se muestra

un acercamiento para valores de α 0 < α <0.1.

A pesar de que estos sistemas producen pérdida de aditividad acompañada de

pérdida de extensividad, es posible recuperar ésta última mediante la prescripción

de Kac [51] al introducir un factor 1/N en el potencial, lo que vuelve el sistema

extensivo, pero no aditivo, esto es,

H = − J

2N

∑

i,j

sisj. (1.6)
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Figura 1.4: Energía total en función del número de partículas del sistema. En

el panel superior izquierdo la energía para diferentes valores de α. En el panel

superior derecho la energía total versus la suma de energías de los subsistemas

I y II. En el panel inferior izquierdo la energía total para diferentes valores del

parámetro 0 < α < 1. En el panel inferior derecho un acercamiento para valores

de α 0 < α < 0.1.

Con esto la energía escala proporcional al número de partículas N . Este tipo de

escalamiento presenta una estructura termodinámica estándar porque preserva las

ecuaciones de Euler y las relaciones de Gibbs-Duhem [62] recuperando la linealidad

de las propiedades termodinámicas de esta clase de sistemas 7.
7Si bien la prescripción de Kac es un procedimiento ampliamente utilizado, existen otros

escalamientos no extensivos que preservan relaciones de Gibbs-Duhem asociadas [29].
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A pesar de la abundancia de resultados teóricos y numéricos, la descripción

termodinámica estadística en los sistemas con interacciones de largo alcance aún

plantea muchos desafíos. Primero, por la gran cantidad de correlaciones y acopla-

mientos se traducen en no linealidades que crean serias dificultades tanto analíticas

como numéricas. Además, las suposiciones comunes en la base misma de la me-

cánica estadística como el estado de equilibrio térmico con un baño se basan en

la localidad de corto alcance de la interacción (lo que permite separar el sistema

en partes independientes), pues la propiedad de aditividad es utilizada para es-

tablecer las condiciones para el equilibrio [34, 35]. Los ensambles canónico, gran

canónico, el carácter intensivo de la temperatura, el contacto con un foco térmico

entre sistemas, etc. son todos derivados para sistemas extensivos. Por otro lado, la

termo-estadística pretende reconstruir la termodinámica macroscópica a partir de

representaciones microscópicas del sistema mediante los métodos de la matemática

estadística independientemente del carácter de la interacción si es de corto o largo

alcance. Para los sistemas de largo alcance, la comprensión de los fenómenos aquí

mencionados no está del todo clara. La teoría de Tsallis [40], y la superestadística

de Beck-Cohen [42], son algunos ejemplos de esfuerzos por intentar explicar lo que

sucede cuando los sistemas poseen este tipo de interacciones.

Como se mencionó anteriormente, una correcta descripción de los sistemas con

interacciones de largo alcance, fuera del equilibrio, puede llevarse a cabo mediante

los métodos de la dinámica molecular o la aplicación de ecuaciones cinéticas apro-

piadas. En lo que sigue presentamos la obtención de la ecuación de Vlasov a partir

de la jerarquía BBGKY.

1.4. Ecuación de Vlasov

La descripción de N partículas en el espacio de fase requiere hallar una función

de distribución de probabilidad F que tenga en cuenta todas las partículas del
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sistema, esto es F = FN(~r1, ~p1, ~r2, ~p2, ..., ~rN , ~pN ; t), donde FN es la probabilidad

de que en un tiempo t, la partícula 1 se encuentre en el volumen infinitesimal

d3~r1d
3~p1, la partícula 2 en d3~r2d

3~p2, y así sucesivamente hasta N . Sin embargo

en la práctica esto no es posible, y se suelen utilizar funciones de distribución

reducidas de la jerarquía BBGKY [36]. Consideremos un hamiltoniano dado por,

H =
N∑

i=1

p2i
2m

+
N∑

i=1

V (~ri) +
N∑

i<j

φij, (1.7)

donde V (~ri) es la energía potencial de la partícula i-ésima debida a una fuerza

externa ~F = −∇V , y φij = φ(~ri, ~rj) = φ(|~ri − ~rj|) es el potencial entre partículas.

Partiremos de la ecuación de Liouville [36],

∂F

∂t
= −{H,F}, (1.8)

donde {} es el paréntesis de Poisson y F es la función de distribución. Asumiendo

que las partículas son indistinguibles (esto es, que la función de distribución es

simétrica, es decir no cambia al intercambiar ~ri, ~pi por ~rj, ~pj), se pueden obtener

las ecuaciones de la jerarquía BBGKY, que vienen dadas por,

∂F (n)

∂t
= −

{
H,F (n)

}
−

n∑

i=1

∫ {
φi,n+1, F

(n+1)
}
d3~rn+1d

3~pn+1 · · · d3~rNd3~pN ,

(1.9)

donde, F (n) es la función de distribución reducida,

F (n)(Γ; t) =

∫
F (Γ, t)d3~rn+1, ~pn+1, ..., ~rN , ~pN . (1.10)

Aquí hemos utilizado la notación Γ = ~r1, ~p1, ~r2, ~p2, ..., ~rN , ~pN . Entonces la prime-

ra de las ecuaciones BBGKY, queda en términos de la función de distribución

reducida de dos partículas,

∂F (1)

∂t
+
~p1
m

∂F (1)

∂~r1
+
~F

m
· ∂F

(1)

∂~p1
=

∫
∂φ12

∂~r1

(
∂F (2)

∂~p1
− ∂F (2)

∂~p2

)
d3~r2d

3~p2, (1.11)
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donde se ha usado el hecho que.

∂φ12

∂~r1
= −∂φ12

∂~r2
. (1.12)

Esta primera ecuación de la Jerarquía BBGKY es la ecuación de Boltzmann,

donde el lado derecho corresponde al término colisional.

En general, la función de distribución reducida de dos partículas lleva asociada

una función de correlación en el espacio de fases; pero para la aproximación de

campo medio asumimos que existe independencia estadística, de modo que F 2

puede escribirse como el producto de las funciones de distribución de las partículas

individuales,

F (2)(~r1, ~p1, ~r2, ~p2, t) = f(~r1, ~p1, t)f(~r2, ~p2, t) ≡ f1f2. (1.13)

Si consideramos que no hay fuerzas externas, esto es ~F = 0, entonces la ec.(

1.11) resulta

∂F (1)

∂t
+
~p1
m
· ∂F

(1)

∂~r1
=

∫
∂φ12

∂~r1

(
∂f1f2
∂~p1

− ∂f1f2
∂~p2

)
d3~r2d

3~p2

=

∫
∂φ12

∂~r1

(
f2
∂f1
∂~p1
− f1

∂f2
∂~p2

)
d3~r2d

3~p2, (1.14)

donde el segundo término del lado derecho desaparece al integrar en ~p2, ya que la

función de distribución se anula al evaluar en los extremos, entonces

∂F (1)

∂t
+
~p1
m
· ∂F

(1)

∂~r1
=
f(~r1, ~p1, t)

∂~p1
· ∂
∂~r1

∫
φ(~r1, ~r2)f(~r2, ~p2, t)d

3~r2d
3~p2. (1.15)

Recordando la definición de promedio en [35] tenemos

〈A〉 =

∫
f(~r, ~p, t)Ad3~rd3~p, (1.16)

luego
∫
φ(~r1, ~r2)f(~r2, ~p2, t)d

3~r2d
3~p2 = 〈φ(~r1, t)〉, (1.17)
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por lo tanto, la ecuación resultante es,

∂F (1)

∂t
+
~p1
m
· ∂F

(1)

∂~r1
− f(~r1, ~p1, t)

∂~p1
· ∂〈φ(~r1)〉

∂~r1
= 0, (1.18)

pero F (1) = f(~r1, ~p1, t) ≡ f(~r, ~p, t), por lo que podemos escribir,

∂f

∂t
+
~p

m
· ∂f
∂~r
− ∂〈φ〉

∂~r
· ∂f
∂~p

= 0. (1.19)

Ésta es la ecuación de Vlasov, conocida también como la ecuación de Boltzmann

sin colisiones, pero en vez de una fuerza externa en el tercer término, se tiene una

fuerza de campo medio ~Fmf = −∂〈φ〉/∂~r, que viene de la interacción entre las

partículas. Aunque ese término parezca colisional, en realidad la ecuación de Vlasov

simplemente establece que, en ausencia de colisiones, la función de distribución f

se conserva mediante la evolución temporal en el espacio de fase, lo que significa

df/dt = 0.

Vamos a aplicar ahora la ecuación de Vlasov en un modelo unidimensional con

interacciones de largo alcance de campo medio, cuyo hamiltoniano viene dado por,

H =
N∑

i=1

p2i
2

+
∑

i<j

U(θi − θj), (1.20)

entonces la ecuación de Vlasov se reduce a

∂f

∂t
+ p

∂f

∂θ
− ∂〈U〉

∂θ

∂f

∂p
= 0, (1.21)

donde la energía potencial promedio viene dada por,

〈U(θ, t)〉 =

∫
dθ′dp′U(θ − θ′)f(θ′, p′, t). (1.22)

aquí U(θ − θ′) ya ha sido reescalada por la prescripción de Kac, por lo que la

expresión corresponde justamente al promedio.

Como se planteó anteriormente, la dinámica molecular y la ecuación de Vlasov,

son las indicadas para describir lo que sucede fuera del equilibrio, y en efecto se

sabe que para una amplia gama de potenciales de campo medio (de largo alcance),
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el teorema de Braun-Hepp [69]8, demuestra rigurosamente que en el límite continuo

N →∞ las soluciones de las ecuaciones de movimiento convergen a las soluciones

de la ecuación de Vlasov.

En la sección siguiente veremos la aplicación de estas dos técnicas al modelo

HMF.

8En la comunidad científica existe actualmente un debate respecto a este teorema, el cual no

considera que en el espacio de fases exista una medida de Lebesge tal que permita integrar. Si en

en el espacio de fases la estructura no es suave (por ejemplo el caso de un fractal), no se puede

integrar, por lo que este teorema necesitaría, en sus hipótesis, indicar que se está considerando el

caso en que es posible integrar, de otra manera no sería posible pasar de la ecuación de Liouville

a ninguna otra ecuación cuya distribución sea de una sola partícula.
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Capítulo 2

Modelo HMF

2.1. Aspectos generales

En la literatura se puede encontrar una cantidad extensa de trabajos relaciona-

dos al modelo HMF [23, 24], el cual permite describir el complejo comportamiento

de los sistemas con interacciones de largo alcance fuera del equilibrio. En base a es-

te modelo, han surgido importantes contribuciones, como por ejemplo la exhibición

de dos tipos de relajación, que ha sido observada en sistemas estelares, plasmas,

vórtices 2-D, etc. La primera conocida como relajación violenta sin colisiones, don-

de el sistema rápidamente transita desde una condición inicial a un aparente estado

de equilibrio conocido como QSS. Continuando con su evolución, el sistema sufre

una lenta relajación (con colisiones o correlaciones) que lo lleva a alcanzar el estado

de equilibrio estadístico descrito por la distribución de Maxwell-Boltzmann-Gibbs

(MGB) 1. El tiempo de relajación colisional crece conforme crece el tamaño del

sistema, por lo que la duración de un estado QSS teóricamente se vuelve infinita

en el límite termodinámico. Esto ha creado un gran debate en la comunidad de

la mecánica estadística. Por un lado, inspirándose en el trabajo de Tsallis, se ha
1Esto no ocurre en todos los sistemas con interacciones de largo alcance. Por ejemplo en un

sistema de osciladores, el equilibrio BG nunca es alcanzado.
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intentado dar una explicación a estos estados a partir de una forma de entropía

generalizada, e inspirándose en el trabajo de Lynden-Bell, se ha propuesto inter-

pretar estos estados QSS por medio de la ecuación de Vlasov, que corresponde

a la ecuación de Boltzmann sin colisiones, y que describe por tanto, el régimen

estacionario tras la relajación violenta.

Desde el punto de vista físico, la distribución de Lynden-Bell es una solución

al problema variacional, mientras que las distribuciones de leyes de potencia co-

rresponden a ajustes de parámetros que después de ciertos esfuerzos se tratan de

conectar la termodinámica, haciendo de ésta una rama conocida como termodiná-

mica no extensiva y/o no aditiva.

En la perspectiva de Lyndenbell, la idea consiste en buscar el estado más pro-

bable del sistema resultado de la mezcla de fases, compatible con todas las res-

tricciones impuestas por la dinámica de Vlasov, en el que se asume que el sistema

está bien mezclado y que por tanto, se cumple la hipótesis de ergodicidad. Si la

distribución inicial sólo toma dos valores (ejemplo water-bag), Lynden-Bell predice

para el estado QSS, una distribución similar a la de Fermi-Dirac.

Antoniazzi et.al. [71], observó que en el modelo HMF para una magnetización

crítica inicialM0c ≈ 0.897, el sistema queda atrapado en estados QSS con diferentes

magnetizaciones, de los cuales tan solo aquellos con magnetización inicial menor a

la crítica Mx < M0c, pueden ser descritos por la distribución de Lynden-Bell, ya

que la distribución no depende de las orientaciones.

Por otro lado Tsallis et.al [72], propuso tres tipos de eventos asociados a estados

QSS diferentes para el caso en que la magnetización inicial M0 ≈ 1. Cuantifican-

do su frecuencia de exhibición en las simulaciones, observaron diferentes tipos de

comportamiento del teorema del límite central en cada uno de ellos, en los que des-

taca la distribución de Tsallis como un posible ajuste para la distribución en los

momentos. La función q-exponencial de Tsallis, es también una solución estaciona-

ria de la ecuación de Vlasov [72], sin embargo, en la literatura sólo se encuentran
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ajustes en la distribución de velocidades (o momentos).

Diversos estudios han sido llevados a cabo con este modelo, análisis difusivo

[44], caoticidad de las condiciones iniciales (análisis de los exponentes de Lyapunov)

[46–49, 66], verificación del primer principio de la termodinámica [45], verificación

de la propiedad de ergodicidad y del teorema del límite central [85–87, 89, 90], etc.

En la siguiente sección se presenta formalmente el modelo HMF algunos resultados

importantes y estudios realizados que fueron aplicados al modelo d-HMF en esta

tesis.

2.2. Definición y resultados generales

El modelo HMF es un modelo donde las partículas interactúan a través de

su espín y cuyo valor es continuo, es decir, pueden estar orientados en cualquier

dirección del plano. El modelo presenta además una transición de fase de segundo

orden del tipo para-ferromagnético. Su hamiltoniano viene dado por la expresión

H=
N∑

i=1

p2i
2

+
λ

2N

N∑

i,j=1

(1− cos(θi−θj)). (2.1)

Este modelo se ha resuelto analíticamente en los ensambles canónico y microca-

nónico [24, 67], se han realizado simulaciones de dinámica molecular y se ha resuel-

to numéricamente mediante la ecuación de Vlasov por varios autores [52, 66, 75].

En estos trabajos se ha observado la presencia de estados QSS cuando la energía

interna por partícula toma valores alrededor de ε ≈ 0.69.

Para hallar estos estados se han utilizado condiciones iniciales llamadas water-

bag (WBIC), que consisten en distribuciones constantes del espacio de fases, donde

las orientaciones y los momentos están distribuidos de la forma,

f(θ, p, 0) =





1
4θ0p0

, |θ| ≤ θ0 y |p| ≤ p0

0 , para otros valores de θ y p.
(2.2)
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Figura 2.1: En la izquierda las condiciones iniciales water-bag inhomogéneas. En

el panel derecho las homogéneas.

En la Fig. 2.1 a) se muestra un ejemplo para p0 = π y θ0 = 2π/1000 ∼ 0 caso

inhomogéneo. En el panel b) de la Fig. 2.1 se muestra un caso homogéneo con

p0 = π y θ0 = π.

Con estas condiciones iniciales se encontró el estado QSS descrito en [52] como

se muestra en la Fig. 2.2, para N = 500. Se puede apreciar que el perfil de distri-

bución se aleja de uno gaussiano en el QSS. En el panel c) se observa una zona con

capacidades caloríficas negativas, tomando en cuenta la temperatura 2 registrada

por el QSS. Las líneas continuas en los paneles c y d de la Fig. 2.2 corresponden a

la solución analítica del modelo HMF, encontrada por Antoni [24], dada por,

ε =
1

2β
+ 1−m2 (2.3)

donde m es la magnetización y viene expresada por,

m =
I1(y)

I0(y)
(2.4)

2Aquí el término temperatura ha sido puesto en cursiva porque corresponde a un abuso de

notación. En realidad se refiere a la energía cinética promedio. La temperatura escrita sin cursiva

corresponde a la del equilibrio BG derivada de la entropía.
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Fig. 2a–d. Microcanonical numerical simulations for N = 500 and energy density U = 0.69. In the main part of the figure we plot
twice the average kinetic energy per particle (which gives the temperature) as a function of time (filled triangles). We can easily
distinguish a long metastable plateau (QSS regime) preceding the relaxation towards the Boltzmann–Gibbs equilibrium temperature
(BG regime). In the BG regime, one finds, as expected, very good agreement with the equilibrium thermodynamic value for the
temperature (panel d). In this regime the velocity pdfs reported in panel b are Gaussian. At variance, in the QSS region, we observe
strong deviations from the expected equilibrium temperature. Here the specific heat becomes negative (panel c) and the velocity
pdfs, reported in panel a, are very different from the Gaussian equilibrium curves, reported as full lines for comparison (see text for
further details).

confirmed by an analysis of the order parameter2

M =
I1(ȳ)

I0(ȳ)
. (16)

The magnetization M vanishes continuously at βc (see Fig. 1b). Thus, since M measures the degree of clustering
of the particles, we have a transition from a clustered phase when β > βc to a homogeneous phase when β < βc.
The exponent that characterizes the behavior of the magnetization close to the critical point is 1

2 , as expected for
a mean field model [6]. One can also obtain the energy per particle vs temperature and magnetization

U =
∂(βf)

∂β
=

1

2β
+

1

2

(
1−M2

)
, (17)

the so called caloric curve, which is reported in Fig. 1a.
In Fig. 1 we report temperature and magnetization vs the energy density. The full curves are the exact results
obtained in the canonical ensemble, the Boltzmann–Gibbs (BG) equilibrium. The numerical simulations (sym-
bols) were performed at fixed total energy (microcanonical molecular dynamics) by starting the system close to
the equilibrium, i.e. with an initial Gaussian distribution of angles and velocities, and reproduce the theoretical
curves. This is already true for small system sizes such as N = 100, apart from some finite size effects in the
homogeneous phase [2]. As we shall see in the next section the scenario is very different when the system is
started with strong out-of-equilibrium initial conditions: in such a case the dynamics does have difficulties in
reaching the BG equilibrium and shows a series of anomalies.

2 This is obtained by adding to the Hamiltonian an external field and taking the derivative of the free energy with respect to this
field, evaluated at zero field.

Figura 2.2: Simulaciones numéricas en el ensamble microcanónico para N = 500 y

energía interna por partícula ε = 0.69. En la parte superior el perfil de distribución

de los momentos p, en a) para el estado QSS y en b) para el equilibrio BG. En

el centro se muestra la evolución de la energía cinética promedio por partícula

(Temperatura), habiendo dos regímenes, donde ésta permanece constante por un

tiempo prolongado. En c) se muestra la curva calórica con los puntos amarillos

tomados con la temperatura del estado QSS, mientras que en d) con la temperatura

del equilibrio BG (imagen obtenida de Ref. [52]).
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Fig. 1. Time evolution of the temperature (calculated as twice the average ki-
netic energy per particle) for three single events representative of the three different
classes observed at U = 0.69 for initial magnetization M0 = 1. The size of the
system is N = 20000.

netization per spin defined aa M = (1/N)|∑N
i=1

✲
si |. Above Tc, the spins are

homogeneously distributed on the circle so that M ∼ 0, while below Tc, most
spins are aligned, i.e. rotors are trapped in a single cluster, and M 6= 0. The
out-of equilibrium dynamics of the model presents very interesting dynamical
anomalies. For energy densities U ∈ [0.5, 0.75], special classes of initial condi-
tions such as those called water-bag, characterized by an initial magnetization
0 ≤ M0 ≤ 1 and uniform distribution of the momenta, drive the system, after
a violent relaxation, towards metastable QSS. The latter slowly decay towards
equilibrium with a lifetime which diverges like a power of the system size N
[10]. Along the QSS regime, in the microcanonical ensemble, the dynamics
exhibits a glassy behavior, hierarchical structures, velocity correlations, ag-
ing, vanishing Lyapunov exponents, etc., and the statistical description of the
QSS is strongly dependent on the initial conditions [11,12,13]. However, even
for the same type of initial conditions, we have observed different dynamical
behaviors [17]. In particular we have found three typical classes of events, as
illustrated in Fig. 1. Here we plot the temperature of the system (defined as
twice the average kinetic energy per particle) versus time. We focused on a
system with size N = 20000, the energy per particle being U = 0.69, for
which anomalies are more evident. Initial conditions were chosen to be of the
water-bag kind, with initial magnetization equal to unity (M0 = 1). For details
about the accuracy of the calculations and the integration algorithm adopted
see Ref.[12]. Only single events are plotted in Fig. 1, each one representative
of a given class. One immediately realizes that there are two extreme events
(which we indicated with 1 and 3) and an intermediate one (indicated as 2)
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Fig. 2. Relative frequency of occurrence for the three classes of events shown in
Fig. 1 as a function of N . A total of m = 20 realizations for each N was considered.
We report also an uncertainty equal to ±∆ = 1/

√
m. The three curves add up to

unity.

which stays close to event 1 at the beginning, but collapses towards the plateau
of the event 3 after some time. The relative frequency of occurrence of these
three classes of events is illustrated in Fig. 2 as a function of the size N of the
system. A total of 20 realizations for each N was considered. It is important
to note that the event of class 3 shown in Fig. 1, and all the events of class
3 in general, are very similar to the QSS obtained for initial conditions with
zero initial magnetization (M0 = 0), which are almost homogeneous and have
very small correlations [12]. In this case a Lynden-Bell kind of approach, or
one based on the Vlasov equation has been applied [15]. Therefore, due to
the different nature of these QSS, which have in general different microscopic
correlations, one could expect a different result for the central limit theorem
behavior shown in Refs. [16,18,19].

3 Discussion of numerical results for the CLT

In this section, following the prescription of the CLT and the procedure
adopted in Refs. [16,18,19], we construct probability density functions (Pdf)
of quantities expressed as a finite sum of stochastic variables and we select
these variables along the deterministics time evolutions of the N rotors. More

4

Figura 2.3: En el panel superior se muestran tres tipos de estados cuasi-

estacionarios del modelo HMF observados para la condición inicial water-bag in-

homogénea, esto es, magnetización inicial casi nula m ' 0. En el panel inferior

la frecuencia de exhibición de los tres estados QSS descritos en el panel superior.

Conforme crece el número de partículas el segundo tipo de estado QSS se vuelve

más frecuente en comparación a los demás, mientras que el primero desaparece

(imagen obtenida de Ref. [53]).
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a q-Gaussian p(x) = Aeq(−βx2) with A = 0.66 q = 1.5 and β = 1.8 (full curve)
are also reported for comparison. In the inset a magnification of the central part in
linear scale is plotted. See text for further details.

formally, we study the Pdf of the quantity y defined as

yi =
1√
n

n∑

k=1

pi(k) for i = 1, 2, ..., N , (2)

where pi(k), with k = 1, 2, ..., n, are the rotational velocities of the ith-rotor
taken at fixed intervals of time δ along the same trajectory obtained integrating
the HMF equations of motions. The product δ × n gives the total simulation
time over which the sum of Eq. (2) is calculated. As stressed in Ref. [18], the
variables y’s are also proportional to the time average of the velocities along
the single rotor trajectories (in fact the 1/

√
n scaling is not necessary, and has

been adopted just to conform to usage).

In Fig. 3 we show how the shape of the y’s Pdf is affected by the existence
of different classes of events in the QSS of the HMF model. We consider
the same system of the previous section with N = 20000, U = 0.69 and
M0 = 1 initial conditions. Then we plot the Pdfs corresponding to the three
different events shown in Fig. 1, the sum (2) being calculated over all the QSS
extension with δ = 100 and n = 2000 (for a total time of 200000 steps, after a
transient of 200, see orizontal arrow in Fig.1). All the curves were normalized

5

Figura 2.4: Ajuste de Tsallis para describir los estados QSS del modelo HMF [53].

Los eventos de clase 2 son los que presentan más desviación respecto a los ajustes

tipo Tsallis.M0 es la magnetización inicial, dondeM0 = 1 son condiciones iniciales

inhomogéneas, mientras que M0 = 0 son las homogéneas.
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donde y = 2βλx0 y x0 es la solución del problema extremal x = I1(2βλx)/I0(2βλx).

I0 e I1 son las funciones modificadas de Bessel de primera especie de orden cero

y uno, respectivamente, obtenidas al utilizar las transformaciones de Hubbard-

Stratonovich [91, 92]. Un desarrollo similar y más detallado se verá en la sección

siguiente para el modelo d-HMF.

Pluchino et.al Ref. [53] mostraron (para el modelo HMF) que bajo condiciones

iniciales tipo water-bag se observan tres clases de estados QSS, los cuales son mos-

trados en el panel superior de la Fig. 2.3, mientras que su frecuencia de exhibición

es mostrada en el panel inferior. Se puede observar que conforme crece el número

de partículas el primer estado desaparece, mientras que el segundo tipo se vuelve

más frecuente. En la Fig. 2.4, se observa como el ajuste de Tsallis no describe

correctamente la distribución del evento clase 2. En el capítulo 3 mostramos que

para el modelo d-HMF el evento clase 2 es exacerbado con las condiciones iniciales

homogéneas.

2.3. Dinámica de Vlasov para el modelo HMF

Un camino para describir los estados QSS del modelo HMF es mediante solu-

ciones estacionarias de la ecuación de Vlasov. Esta ecuación requiere conocer los

momentos y las fuerzas por partícula del sistema, que pueden obtenerse de la ec.(

2.1), luego las ecuaciones de movimiento para el modelo HMF vienen dadas por,

θ̇i = pi (2.5)

ṗi = −Mx sin θi +My cos θi, (2.6)
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Figure 4.2: Comparison of the magne-
tization M in Vlasov and molecular dy-
namics simulations for the HMF model.
Run G512 is described in section 4.4.3,
the energy is U = 0.51.
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Figure 4.3: Zoom on Fig. 4.2, same leg-
end. The simulation with N = 106

stays close to the Vlasov simulation
for a longer time than the one with
N = 103.

Let us remark that the use of the energy per particle U = H/N and of the
average magnetization M = 1

N

∑
i (cos θi, sin θi) allow to cast the results for

various values of N in a simple manner.

4.4.3 Properties of the numerical solution

We run simulations starting with a Gaussian profile, slightly perturbed :

f(θ, p) =

√
β

2π
e−βp2/2 (1 + ǫ sin θ) (4.13)

at an energy of U = 0.51, ǫ = 10−4. β is computed from U , for an homogeneous
state : β = 1

2
1

U−1/2 . At U = 0.51, the Gaussian profile is unstable; M grows,

then oscillates around a mean value to which it eventually relaxes.
The following parameters are used : ∆t = 0.1, size of the box in the p-

direction [−4.5 : 4.5]. The grid size is varied from Nθ = Np = 64 (G64) to
Nθ = Np = 512 (G512); we call these runs G64, G128, G256 and G512.

We detail in Table 4.1 the conservation properties of the algorithm. The
conservation of U could be improved by decreasing ∆t, implying more compu-
tational time. This is the sole constraint on ∆t as the semi-Lagrangian method
has no Courant condition.

M displays a similar behaviour for all values of the resolution until t ≈ 60,
except for the lowest resolution run G64; M has been checked to correspond to
N -body dynamics with N = 106 for short times (data shown in section 4.4.2).
M grows up to a saturation value, identical for all runs, then oscillations take
place and eventually damp to a stable value.

The damping of the oscillations is strongest in G64, they disappear at t ≈ 70.
This damping is present in the other runs as well, a phenomenon that diminishes
when the grid size is increased. This fact is to be put in correlation with the

53

Figura 2.5: Magnetización Mx versus tiempo. Las líneas continuas negra y azul

corresponden a simulaciones por dinámica molecular. Los puntos de color rojo son

de la dinámica de Vlasov (imagen obtenida de Ref. [77]).

donde, (Mx,My) = 1
N

(
∑

i cos θi,
∑

i sin θi). Para describir el sistema con la dinámi-

ca de Vlasov, es necesario pasar al continuo por medio de la función de distribución,

ṗ = −Mx sin θ +My cos θ (2.7)

Mx =

∫ ∞

−∞

∫ π

−π
cos θf(θ, p, t)dθdp (2.8)

My =

∫ ∞

−∞

∫ π

−π
sin θf(θ, p, t)dθdp, (2.9)

donde, θ y p, son las coordenadas Eulerianas [37]. Por otro lado la energía potencial

de una partícula en el continuo viene dada por la ec.( 1.22), entonces para este

modelo tenemos lo siguiente,

〈U(θ, t)〉 =

∫
f(θ′, p′, t)(1− cos(θ′ − θ))dθ′dp′

= 1−Mx cos θ −My sin θ, (2.10)

entonces

−∂〈U(θ, t)〉
∂θ

= −Mx sin θ +My cos θ (2.11)

Luego como ~̇p = ~Fmf = −∇〈U〉, la ecuación de Vlasov queda,

∂f

∂t
+ p

∂f

∂θ
+ (−Mx sin θ +My cos θ)

∂f

∂p
= 0 (2.12)
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Fig. 38. Velocity distribution functions in the quasi-stationary state for theHMFmodelwith e = 0.69 anddifferent values ofM0 . Symbols refer to numerical
simulations, while dashed solid lines stand for the theoretical profile (368). Panels (a), (b) and (c) present the three casesM0 = 0.3,M0 = 0.5 andM0 = 0.7
in lin-log scale, while panel (d) shows the caseM0 = 0.3 in lin–lin scale. The numerical curves are computed from one single realization with N = 107 at
time t = 100.
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Fig. 39. Simulation of the Vlasov equation (355) that starts from awater-bag initial condition with e = 0.69 andM0 = 0.5. The final snapshot (lower right
panel) is the quasi-stationary state.

More recently, other authors have obtained similar encouraging results for Lynden-Bell’s theory in amodel of non-neutral
plasma [253] and for radially symmetric solutions of a self-gravitating system [254]. They also find that, when dynamical
effects lead to collective oscillations of the mean-field, Lynden-Bell’s theory shows a disagreement with numerical data and
propose a modification of the theory. Work along this line is in progress.
The theoretical approach proposed by Lynden-Bell [23] allows to predict the presence of a phase transition line in the

(M0, e) and in the (f0, e) control parameter planes [251,264]. At equilibrium the phase transition does not depend on the
choice ofM0 and is located at e = 3/4. On the contrary, in the out-of-equilibrium QSS the phase transition line is located at

Figura 2.6: Instantáneas (snapshots) del espacio de fases desde la condición inicial

water-bag ε = 0.69 y m0 = 0.5. El último cuadro corresponde al estado cuasi-

estacionario (imagen obtenida de Ref. [67]).
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Además, podemos calcular la energía por partícula [24],

ei =
p2i
2

+
1

N

N∑

j=1

(1− cos(θi − θj)) , (2.13)

donde el factor 2 en el denominador se elimina porque es la interacción de una

partícula con el resto. Luego pasando al continuo tenemos

ε(θ, t) =
p2

2
+ 1−Mx cos θ −My sin θ, (2.14)

y la energía total específica o densidad de energía en el tiempo t es

e(t) =
1

2

∫
f(θ, p, t)p2dθdp+

1

2

∫
f(θ, p, t)(1−Mx cos θ −My sin θ)dθdp

=
1

2

∫
f(θ, p, t)p2dθdp+

1

2

(
1−M2

x −M2
y

)
, (2.15)

Como podemos apreciar, la suma de las energías por partícula de la ec.( 2.14) no

es igual a la energía total del sistema de la ec.( 2.15). Esto es un claro reflejo de

que el sistema no es aditivo al tener interacciones de largo alcance.

En la Fig. 2.5 se puede apreciar como a medida que N crece, la dinámica

molecular se aproxima al resultado obtenido por la dinámica de Vlasov. En la Fig.

2.6 se muestran cuatro instantáneas del espacio de fases para distintos tiempos.

El primero es en t = 0 (condición inicial water-bag homogéneo), y el último es el

estado cuasi-estacionario.

Otra manera de describir aproximadamente los estados QSS como soluciones

de la ecuación de Vlasov es mediante la estadística de Lynden-Bell [81] quien

desarrolló un nuevo ensamble estadístico para explicar los estados estacionarios

de sistemas gravitacionales, con el que predijo la existencia de los estados QSS y

además observó que cuando la distribución inicial no es una solución estacionaria

de la dinámica de Vlasov, el sistema sufre fuertes oscilaciones hasta que alcanza el

QSS, proceso conocido como relajación violenta.

En esta estadística se separa el espacio de fases en macroceldas compuestas de

ν microceldas. Designamos por f̄ a la distribución de una macrocelda de grano
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q

p

Condición inicial Después de la relajación violenta

p

q

microcelda

Figure 2.4: Division of phase space in macrocells which are, in turn, divided into microcells. The left
panel shows a representation of a uniform initial of density η which �lls some macrocells.
Each macrocell has an initial density η or 0. The right panel shows the phase space after a transient
time, with phase elements occupying microcells out of the originally occupied macrocells. The total
number of microcells occupied by phase elements of density η is preserved, but the macrocell density
varies, taking on values between 0 and η. The energy, norm and momentum of the distribution are
conserved by Lagrange multipliers.

Maximizing under the constraints of energy and norm conservation,

1 =

∫
drdp f̄(r,p), (2.42a)

E =

∫
drdp

(
p2

2m
+

(r)

2

)
f̄(r,p), (2.42b)

we obtain the most probable distribution,

fLB(r,p) = η
1

1 + exp [βε(r,p)− µ]
, (2.43)

where ε(r,p) = p2/2m + (r) is the one-particle energy. The form of the expression in

equation (2.43) is similar to a Fermi-Dirac distribution. This results from the conservation

of the density of f�since the density is preserved, a microcell cannot be �lled by more than

one phase element, a characteristic analogous to the Pauli exclusion principle for fermions.

However, the analogous form is only valid for one-level initial distributions. Considering

an initial distribution with L di�erent levels of density ηi, such as the one we used in the

work presented in section 4.2, Lynden-Bell showed that the corresponding coarse-grained

distribution will be

fLB(r,p) =

∑L
i=1 ηie

−βi[ε(r,p)−µi]

1 +
∑L

i=1 e
−βi[ε(r,p)−µi]

(2.44)

LB statistics has had mixed results in describing the QSS of LRI systems. Early compar-

isons of numerical simulations of astrophysical systems showed, for some initial conditions,

a good agreement for low-energy particles and signi�cant deviations in the high-energy tails,

or halos, of the distributions [64�66]. More recent numerical simulations have also had di-

macrocelda

Elemento de fase 
de densidad f0

Figura 2.7: En el panel izquierdo un water-bag. A la derecha una posible distribu-

ción de los elementos de fase tras la relajación violenta (imagen obtenida de Ref.

[88]).

grueso (coarse grained) y por f a la distribución microscópica de una microcelda

(grano fino). Consideremos una distribución inicial uniforme f0 y sea N el núme-

ro de microceldas ocupadas por la distribución inicial. Este número permanece

constante durante la dinámica, debido a la incompresibilidad del fluido de Vlasov.

Sin embargo, la densidad en cada macrocelda no se conserva necesariamente. Un

elemento de fase (cuadro pequeño de color verde) que inicialmente ocupa un lugar

en una microcelda dentro de una cierta macrocelda, puede pasar a una microcelda

perteneciente a otra macrocelda, como se muestra en la Fig. 2.7. En ella se da el

ejemplo de N = 64, es decir, 64 microceldas ocupadas por la distribución inicial

tipo water-bag. Tras la relajación violenta se distribuyen ocupando también otras

macroceldas. Bajo la dinámica sin colisiones, la función de distribución evoluciona

como la densidad de un fluido incompresible. Esto significa que a medida que la

distribución evoluciona, su densidad local permanece constante a lo largo del flui-

do (su derivada convectiva es cero) [81]. A medida que la función de distribución

evoluciona, se somete a un proceso de filamentación a escalas de longitud cada vez

más pequeñas, hasta que finalmente la evolución ocurre en una escala de longitud

tan pequeña que es imperceptible para la observación. En esta situación, se alcanza
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20 COLLISIONLESS DYNAMICS AND RELAXATION

Figure 2.3: Evolution of a distribution of particles in phase space for an LRI system, speci�cally,
the HMF model which will be presented in chapter 4. The �lamentation process of the distribution
is clearly shown.

where nν is the number of occupied microcells in the macrocell centered around (r,p), we

see that nν may vary and therefore the coarse-grained distribution f̄ can also change.

The LB entropy is given by sLB = kB lnW where W is the number of ways to distribute

the N phase elements. At this point, Lynden-Bell assumes that the �ow of f(r,p) is ergodic

and mixing in the energy surface of the d-dimensional phase space. This means that the

probability of �nding f(r,p) in an element drdp of the constant energy surface is proportional

to the ratio of the area of the element and the area of the surface [63]. It follows that all

microcells have an equal probability of being occupied, subject to the appropriate constraints

of energy, norm and momentum. Due to the incompressibility of Vlasov dynamics, no more

than one phase element may occupy a microcell at the same time. The counting of number

of ways to distribute the phase elements is done in the same way as the Boltzmann counting,

except in this case phase elements are being distributed instead of particles. The resulting

entropy is [27]

sLB = −
∫

drdp {ρ(r,p) ln [ρ(r,p)] + [1− ρ(r,p)] ln [1− ρ(r,p)]} . (2.41)

Figura 2.8: Proceso de filamentación del modelo HMF (imagen obtenida de Ref.

[88].)

un estado estacionario macroscópico o de grano grueso, descrito por f̄ , mientras

que la función de distribución microscópica f continúa evolucionando.

La Fig. 2.8 muestra un ejemplo del proceso de filamentación de una distribución

de partículas en el espacio de fase de un sistema con interacciones de largo alcance.

Sólo la entropía de grano grueso puede aumentar; la entropía de grano fino

debe conservarse. El procedimiento para obtener la entropía de grano grueso es

similar al proceso de contar microestados que conduce a la entropía de Boltzmann

de un gas reticular.

El número total de microestados compatibles con el macroestado donde las ni

microceldas están ocupadas en la macrocelda i viene dado por

WLB =
N !∏
i ni!

∏

i

ν!

(ν − ni)!
. (2.16)

A partir de la entropía de Boltzmann S = lnW , y utilizando la aproximación de

Stirling, se obtiene la entropía de la distribución de grano grueso SLB [80, 81], que
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viene dada por la expresión

SLB = −
∫

(f ∗ ln f ∗ + (1− f ∗) ln(1− f ∗))) d3~rd3~p, (2.17)

donde f ∗ = f̄/f0, f̄ es la función de distribución de grano grueso y f0 una distri-

bución inicial inestable, como por ejemplo el water-bag.

La ec.( 2.17) determina una expresión para la distribución de grano grueso f̄ .

Esto se logra resolviendo el problema variacional,

δSLB − βδE − αδM = 0, (2.18)

donde β = 1/kT y α = µ/kT es la fugacidad. Luego obtenemos,

fLB ≡ f =
f0

1 + λeβ(
v2

2
+φ)

. (2.19)

La ec.( 2.19) ha logrado describir aproximadamente los perfiles de distribución que

han sido obtenidos mediante la dinámica molecular y la ecuación de Vlasov. En la

Fig. 2.9 los símbolos representan los datos obtenidos de las simulaciones numéricas

y de color rojo punteado el perfil de distribución de grano grueso de la ec.( 2.19).
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130 A. Campa et al. / Physics Reports 480 (2009) 57–159

Fig. 38. Velocity distribution functions in the quasi-stationary state for theHMFmodelwith e = 0.69 anddifferent values ofM0 . Symbols refer to numerical
simulations, while dashed solid lines stand for the theoretical profile (368). Panels (a), (b) and (c) present the three casesM0 = 0.3,M0 = 0.5 andM0 = 0.7
in lin-log scale, while panel (d) shows the caseM0 = 0.3 in lin–lin scale. The numerical curves are computed from one single realization with N = 107 at
time t = 100.
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Fig. 39. Simulation of the Vlasov equation (355) that starts from awater-bag initial condition with e = 0.69 andM0 = 0.5. The final snapshot (lower right
panel) is the quasi-stationary state.

More recently, other authors have obtained similar encouraging results for Lynden-Bell’s theory in amodel of non-neutral
plasma [253] and for radially symmetric solutions of a self-gravitating system [254]. They also find that, when dynamical
effects lead to collective oscillations of the mean-field, Lynden-Bell’s theory shows a disagreement with numerical data and
propose a modification of the theory. Work along this line is in progress.
The theoretical approach proposed by Lynden-Bell [23] allows to predict the presence of a phase transition line in the

(M0, e) and in the (f0, e) control parameter planes [251,264]. At equilibrium the phase transition does not depend on the
choice ofM0 and is located at e = 3/4. On the contrary, in the out-of-equilibrium QSS the phase transition line is located at

Figura 2.9: Función de distribución de velocidades en el estado QSS para el modelo

HMF con ε = 0.69 y diferentes valores de M0. Los puntos cuadrados se refieren a

simulaciones numéricas mientras que la línea punteada es el perfil de velocidades

de la ec.( 2.19). El panel (a), (b) y (c) presentan los casos, M0 = 0.3, M0 = 0.5 y

M0 = 0.7 en escala logarítmica, mientras que el panel (d) muestra el caso M = 0.3

en escala lineal. La curva fue calculada de una muestra de N = 107 en t = 100

(imagen obtenida de Ref. [38]).
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Capítulo 3

Modelo d-HMF

3.1. Definición del modelo

En este apartado se presenta el modelo d-HMF [1], el cual es una variación

del modelo de Ising, pero con interacciones de largo alcance. En este modelo los

espines son dipolos eléctricos que pueden orientarse en cualquier dirección. Para

hacer una primera aproximación se consideran dipolos orientados en un plano

pero ubicados en una recta, es decir un modelo unidimensional con condiciones de

borde periódicas. Estas condiciones de borde pueden insertarse cerrando la recta

en un anillo, de manera similar al modelo HMF. Al considerar el potencial dipolar

eléctrico este modelo es más cercano a la realidad porque además como veremos

no es isotrópico.

La energía potencial de la interacción entre dos dipolos i y j con momentos

dipolares µi y µj respectivamente, viene dada por,

U = − 1

4πε0

3(~µi · r̂)(~µj · r̂)− ~µi · ~µj
|~ri − ~rj|3

, (3.1)

donde r̂ es un vector unitario de dirección arbitraria y ~ri, ~rj corresponden a las

posiciones de las partículas i, j. Definimos el momento dipolar eléctrico del dipolo

i como ~µi = e~a donde e es el módulo de cada carga del dipolo y el módulo de ~a es la
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separación de las cargas que forman el dipolo (el vector ~a describe su orientación).

Luego, ~µi · r̂ = µ cos θi y ~µi ·~µj = µ2 cos(θi−θj). Además, remarcamos que µ = |~µi|,
los vectores ~ri y ~µi son paralelos entre ellos para todo i. La Fig. 3.1 muestra la

representación de tres dipolos en forma lineal a), esos mismos tres dipolos en un

anillo en b), un ejemplo de dos dipolos con condiciones iniciales inhomogéneas

θi ≈ 0 y una evolución en un tiempo posterior d).

Por otro lado, la distancia entre dos dipolos en un anillo de radio R, puede ser

escrita como,

r = |~ri − ~rj|

= |R cos θiêx +R sin θiêy −R cos θj êx −R sin θj êy|

=
√

2R(1− cos θi cos θj − sin θi sin θj + δ)1/2, (3.2)

donde δ es un parámetro de suavizamiento introducido comúnmente [25] para

evitar la divergencia del potencial a distancias cortas. Si consideramos la identidad

cos(θi − θj) = cos θi cos θj + sin θi sin θj, (3.3)

entonces,

r−3 ≈ (2R2)−3/2(1− cos(θi − θj) + δ)−3/2

≈ (2R2δ)−3/2
(

1− cos(θi − θj)
δ

+
1

δ

)−3/2
. (3.4)

Por medio de una expansión binomial en 1
δ
, la interacción entre dipolos puede ser

escrita como,

U≈ −µ2

4πε0(2Rδ)3/2

(
3 cos θi cos θj−cos(θi−θj)

)(
1− 3

2

cos(θi−θj)
δ

+O(δ−2)

)
.

(3.5)

Tomando el límite para δ → ∞, la aproximación de orden cero de la energía

potencial de N dipolos es,

U ≈ λ

2N

N∑

i 6=j
(cos(θi − θj)− 3 cos θi cos θj), (3.6)
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Figura 3.1: En a) una representación lineal de tres dipolos cualesquiera con orienta-

ciones en el plano. En b) una representación circular de estos mismos tres dipolos.

En c) se muestra un ejemplo de dos dipolos distribuidos con las condiciones inicia-

les inhomogéneas (θi ≈ 0) y una posible evolución para esta pareja de dipolos en

un anillo en d).

donde λ es una constante que da las unidades de energía y su signo define el

tipo de interacción, si λ > 0 el sistema es ferromagnético, y si es negativa anti-

ferromagnético. El factor 1/N garantiza la extensividad del sistema como se mostró

anteriormente en la sección 1.3 para el modelo de Curie-Weiss.
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Para modelar este sistema con interacciones de largo alcance consideramos el

sistema de N dipolos idénticos con masa igual a uno. Entonces el hamiltoniano del

sistema a estudiar en aproximación de campo medio es,

H=
N∑

i=1

p2i
2

+
λ

2N

N∑

i 6=j
[cos(θi−θj)−3 cos θi cos θj+2], (3.7)

donde pi son los momentos lineales de cada dipolo i y θi es su correspondiente

orientación, con i = 1, ..., N . El término +2 en el potencial es introducido para

fijar el nivel cero de energía potencial convenientemente.

Al ser un modelo de campo medio no hay dependencia de la distancia al igual

que el modelo de Curie-Weiss.

3.2. Simulaciones de dinámica molecular

Atenas y Curilef [1], mostraron a través de la Dinámica Molecular, que bajo

ciertas condiciones iniciales (water-bag inhomogéneas), el modelo d-HMF presenta

dos QSS. En ellos se muestra la evolución temporal de la energía cinética promedio

por partícula, que en el equilibrio corresponde a la temperatura. Estos estados apa-

recen sólo en regiones cercanas al punto crítico evidenciando que en los sistemas

con transiciones de fase continua también existen estados con capacidades calorífi-

cas negativas, como se mostró para el modelo HMF [52]. En este caso los dos QSS

encontrados fueron descritos mediante diversas técnicas, entre ellas, instantáneas

del espacio de fases, perfil de velocidades, leyes de escalamiento y análisis difusivo.

La simulación fue hecha con una rutina de coeficientes simplécticos de cuarto or-

den [52, 64, 65] (ver apéndice A). Se utilizaron las condiciones iniciales water-bag

usadas en el modelo HMF [52], los casos homogéneo e inhomogéneo mostrados en

la Fig. 2.1. El caso inhomogéneo es cuando todos los dipolos están orientados casi

paralelos, es decir, θ0i ≈ 0. El caso homogéneo es cuando tanto en las orientaciones

como en las velocidades hay una distribución homogénea.

51



1 0 1 1 0 2 1 0 3 1 0 4 1 0 5 1 0 6
0 , 7 5
0 , 8 0
0 , 8 5
0 , 9 0
0 , 9 5

 〈 2
K 〉

 / N

t

N  =  8 0 0 0

N  =  1 7 0 0 0 0

T e q =  0 . 9 5 1
a )

0 , 0 0 , 1 0 , 2
1

2

3

 〈 2
K 〉

 / N

t

b )

1 0 1 1 0 2 1 0 3 1 0 4 1 0 5 1 0 6 1 0 7
0 , 7 5

0 , 8 0

0 , 8 5

0 , 9 0

0 , 9 5

� 0 i  =  π
� 0 i  =  π/7

〈 2
K 〉

 / N

t

� 0 i  ≈  0

Figura 3.2: En a) se muestra la evolución temporal de la energía cinética promedio

por partícula para diferentes valores de N con las condiciones iniciales water-bag

inhomogéneas. Se aprecian dos QSS previos al equilibrio de BG. En b) se muestra

la evolución temporal de la energía cinética promedio por partícula para diferentes

water-bag con N = 25000. Se observa una desaparición del primer QSS al pasar

del caso inhomogéneo al caso homogéneo. En el panel pequeño de la derecha se

evidencia la relajación violenta del sistema al inicio de la simulación Ref. [1, 57].

En la Fig. 3.4 a) se muestra la magnetización versus la energía interna del sis-

tema, siendo su valor crítico en εc = 3/2. En b) se muestra la curva calórica, donde

están superpuestos los datos de la simulación con el cálculo analítico mostrado en

la sección anterior. De color azul están los datos de la simulación tomados en el

equilibrio BG. De color rojo los datos del segundo QSS, el cual produce capacidades

caloríficas negativas en la zona cercana al punto crítico.

En la Fig. 3.2 a) se muestra la evolución temporal de la energía cinética prome-

dio por partícula para diferentes valores de N con las condiciones iniciales water-

bag θ0k ≈ 0, es decir el caso inhomogéneo (ver Fig. 2.1)1. Se observa que a medida

que nos acercamos al caso homogéneo el primer QSS se confunde con el segundo.
1En el apéndice B se encuentra un desarrollo detallado para el cálculo de las condiciones

iniciales water-bag asociadas a los estados mostrados en la Fig. 3.2
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1.38), and the average kinetic energy of each QSS. Additionally, we have used

the known values of the magnetization for the QSS found by MD simulations.130

This procedure finds the three states, both QSS and the BG equilibrium.

The values finding are shown in table 4.

From data obtained in these simulations, we propose the q-exponential dis-

tributions to get with a theoretical profiles of QSS. Figure (3) shows the impulses

profile during the second QSS regime found in [36]. The theoretical profile is135

close to the MD simulations, and represents an important approach.

State q′ β′ q β 〈2K/N〉 mx

1QSS 0.750 0.625 0.800 9.091 0.800 0.150

2QSS 0.300 0.338 0.588 9.524 0.760 0.000

BG-Equilibrium 1.000 1.050 1.000 1.050 0.951 0.309

5. Connection between Vlasov solution and Tsallis formalism

The main goal addressed in this work is to describe the dynamics of a sys-140

tem out of equilibrium, through Tsallis formalism in connection to solutions of

8
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b)

Figura 3.3: En a) el valor de magnetización observado para el primer QSS es

mx = 0.15, para el segundo es mx = 0.020 ≈ 0, y para el equilibrio mx = 0.309. En

b), la evolución de la energía cinética promedio, el valor observado para el primer

QSS es 〈2K/N〉 = 0.802, para el segundo 〈2K/N〉 = 0.706 y para el equilibrio

〈2K/N〉 = 0.951.

Esto nos dice que la naturaleza de los QSS es mucho más rica de lo que se pensaba,

pues bajo ciertas condiciones iniciales el sistema puede pasar por diferentes QSS.

Este es el primer modelo que presenta más de un QSS. Tal característica ha sido

evidenciada en sistemas atmosféricos [93, 94].

Un estudio más detallado de los QSS se muestra en la Fig. 3.3. En el panel

izquierdo se muestra la evolución de la magnetización, donde se observa que el

primer QSS tiene una magnetización distinta de cero. El segundo QSS tiene una

magnetización cero, lo que implica, que en promedio las fuerzas se anulan, esto

se ve claramente en la ec. (4.4). Los motivos por los que el primer QSS presenta

magnetización no nula aún son desconocidos, sin embargo se sospecha que puede

deberse a un equilibrio hidrostático.

En [66] se discute acerca del caos que se produce bajo ciertas condiciones ini-

ciales. En ella se menciona que el modelo HMF es caótico bajo un water-bag

inhomogéneo.

Para el modelo HMF, se ha reportado que bajo un water-bag inhomogéneo el
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Figura 3.4: En el panel izquierdo, se muestra la magnetización con los datos del

equilibrio BG de la simulación de color azul. De color Negro la curva analítica. En

el panel derecho, se muestra la curva calórica. De color negro la solución analítica,

de color azul, los datos del equilibrio BG de la simulación y de color rojo, los datos

encontrados para el segundo QSS.

sistema es caótico, sin embargo en el modelo d-HMF, vemos que esto no ocurre,

pues al aumentar el número de partículas la duración del primer QSS se extiende

como se aprecia en el panel a) de la Fig. 3.2.

En la Fig. 3.4 a) se muestra la magnetización obtenida por dinámica molecular

de color azul, en contraste con la solución analítica de color negro. Los valores

de la simulación se hicieron con N = 4000. En el panel b) se muestra la energía

cinética promedio versus la energía interna por partícula del sistema. De color azul

se muestran los datos del equilibrio BG, de color negro la solución analítica, y de

color rojo los valores obtenidos del segundo QSS.

En la Fig. 3.5 a) se muestra la ley de escala τ ∝ Nγ obtenida para la duración

del primer QSS. En el panel b) la ley difusiva que caracteriza los dos regímenes

cuasi-estacionarios y el equilibrio BG. Los primeros dos estados son superdifusivos

con valores de γ > 1, mientras que en el equilibrio BG γ = 1 lo que nos dice que

efectivamente el sistema se ha difundido por completo.
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Figura 3.5: En a) una ley de escala (τ ∝ Nγ) para el primer QSS. en b) la ley

difusiva con los tres regímenes, los primeros corresponden a los dos QSS y el último

es el equilibrio BG.

- 3 - 2 - 1 0 1 2 3

0 , 0 1

0 , 1

1

pd
f

p

a )

- 3 - 2 - 1 0 1 2 3

0 , 0 1

0 , 1

1

pd
f

p

b )

Figura 3.6: En el panel a) se muestra el perfil de distribución (pdf) de momentum

p en el segundo QSS. Se puede apreciar que no es un perfil gaussiano. En el panel

b) el perfil de distribución del equilibrio BG claramente gaussiano. Estos datos

fueron tomados para N = 500, con energía ε = 1.38.
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Figura 3.7: Espacio de fases del modelo d-HMF. Cada instantánea es una repre-

sentación del espacio de fases en los tiempos t = 20s, t = 200s, t = 6 × 105s y

t = 5× 106s.

En la Fig. 3.7 se muestran instantáneas del espacio de fases. En el panel a), con

t = 20s, se muestra al sistema poco tiempo después de iniciar la dinámica, como

se puede apreciar rápidamente el sistema se relaja desde las condiciones iniciales

water-bag inhomogéneas a una distribución similar a una gaussiana. En b) con

t = 200s, el tiempo en el que ocurre el primer QSS, en c), con t = 6 × 105s, el

tiempo en el que sistema se encuentra en el segundo QSS y finalmente en d) con

t = 5×106s, cuando el sistema ha llegado al equilibrio BG, donde se ve claramente

las elipses características del perfil gaussiano. La corrida fue hecha para N = 8000

y ε = 1,38. En la Fig. 3.8, se muestra la evolución temporal de las orientaciones y

los momentos. En la parte superior para 1024 partículas, y en la inferior para 8192

con condiciones iniciales inhomogéneas. En la parte superior, se corta el tiempo

hasta el segundo QSS. En la parte inferior, se deja evolucionar hasta el equilibrio,

como se puede observar la forma de las distribuciones en el equilibrio y los QSS

son consistentes con las mostradas en la Fig. 3.7.
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Figura 3.8: Seguimiento de las orientaciones y velocidades de algunas partículas.

En la parte superior para 1024 partículas en la parte inferior para 8192.
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Los resultados realizados al modelo d-HMF, han revelado una rica fenomenolo-

gía en cuanto a los estados QSS que este presenta [57]. Sin embargo, la información

obtenida mediante la dinámica molecular nos lleva a hacer un segundo estudio me-

diante la ecuación cinética de Vlasov para descartar los efectos de tamaño finito

que pueden estar relacionados con la aparición del primer QSS.
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Capítulo 4

Soluciones analíticas del modelo

d-HMF

4.1. Cálculos en el ensamble canónico

En el ensamble canónico estamos interesados en el cálculo de la función de

partición del sistema. A partir de ésta, es posible calcular la energía libre por par-

tícula, energía interna y la curva calórica, entre otras cantidades termodinámicas

[1, 58].

La parte interactuante de la ec.( 3.7), es comúnmente expresada en términos

del vector de espín −→mi = (cos θi, sin θi). Luego podemos introducir el vector de

espín total,

−→
M =

1

N

N∑

i=1

−→mi (4.1)

= (Mx,My) (4.2)

= m exp(iφ), (4.3)

donde (Mx,My) y m son las componentes y el módulo del vector
−→
M , respecti-

vamente, y φ denota la fase del parámetro de orden. Luego, las ecuaciones de
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movimiento son,

ṗi = −λ (2Mx sin θi +My cos θi) (4.4)

y la energía potencial puede ser escrita como,

U = −N λ

2

(
2M2

x −M2
y − 2

)
. (4.5)

Como se mencionó anteriormente esta definición es crucial en la definición del nivel

de energía. En consecuencia, cuando t = 0 la energía potencial es cero y la energía

cinética es máxima y coincide con el valor de energía total.

La función partición puede ser expresada como sigue,

Z(β,N) =

∫
dNpi

∫
dNθie−βH (4.6)

= ZK(β,N)ZU(β,N), (4.7)

donde ZK(β,N) es la parte cinética y ZU(β,N) la parte interactuante. La parte

cinética bien conocida [35] y equivale a,

ZK(β,N) =

∫
dNpi exp

(
−β

2

∑

i

p2i

)
(4.8)

=

(
2π

β

)N/2
. (4.9)

Por otro lado, la parte interactuante puede ser expresada como,

ZU(β,N) =

∫
dNθiexp

(
βN

λ

2
(2M2

x −M2
y − 2)

)
, (4.10)

en la que se puede notar que se tienen dos integrales gaussianas,

ZU(β,N) = e−βNλ
∫

dNθie
βNλM2

xe−βN
λ
2
M2
y . (4.11)

Estas integrales gaussianas pueden ser reescritas mediante las transformaciones de

Hubbard-Stratonovich [91, 92],
√
π

b
=

∫ ∞

−∞
dx exp

(
−b(x−Mx)

2
)

(4.12)

exp
(
bM2

x

)
=

√
b

π

∫ ∞

−∞
dx exp

(
−bx2 + 2bMxx

)
(4.13)
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y

√
2πb =

∫ ∞

−∞
dy exp

(
−1

2

(
y√
b

+ i
√
bMy

)2
)

(4.14)

exp

(
−bM

2
y

2

)
=

√
1

2πb

∫ ∞

−∞
dy exp

(
−y

2

2b
− iMyy

)
, (4.15)

entonces, aplicando al problema con b = βλN . En el equilibrio, se espera una

distribución simétrica de las orientaciones ρ(θ); luego para N grande tenemos que

My = ĺım
N→∞

∑
i sin θi
N

≈
∫ 2π

0

dθ sin θρ(θ) = 〈sin θ〉 = 0, (4.16)

entonces

exp
(
βλNM2

x

)
=

√
βλN

π

∫ ∞

−∞
dx exp (−βλNx2 + 2βλx

∑

i

cos θi), (4.17)

y

exp

(
−βN λ

2
M2

y

)
=

1√
2πβλN

∫ ∞

−∞
dy exp

(
− y2

2βλN

)
= 1. (4.18)

Si substituimos las ecs. (4.17) y (4.18) en (4.11), obtenemos

ZU(β,N) = e−βλN
√

1

2π2

∫ ∞

−∞
dye−

y2

2βλN

∫ ∞

−∞
dxe−βλNx

2

∫
dNθie

2βλx
∑
i cos θi .

(4.19)

Luego escribimos

ZU(β,N)=

√
βλN

π
e−βλN

∫ ∞

−∞
dx e−βλNx

2

(2πI0(2βλx))N , (4.20)

donde Ik(y) es la función modificada de Bessel de k-ésimo orden. Luego la función

de partición puede ser expresada como,

Z=

√
βλN

π
e−βλN

(
2π

β

)N
2

FN(βλ), (4.21)

donde FN(βλ) representa la integral

FN(βλ) =

∫ ∞

−∞
dx e−N(βλx2−ln(2πI0(2βλx))). (4.22)

61



Si tomamos ahora la función f(x) = N(βλx2 − ln(2πI0(2βλx))), podemos definir

un extremo de la función en x0 = Mx = m = I1(2βλx0)
I0(2βλx0)

que corresponde a la

magnetización. La derivada de segundo orden de la función f(x), evaluada en x0,

está dada por

f
′′
(x0) = 4Nβλ

(
1 + βλ(m2 − 1)

)
). (4.23)

Luego la función f(x) ' f(x0) + 1
2
(x − x0)2f ′′(x0) + ... es explícitamente escrita

como

f(x) ' Nβλx20−N ln(2πI0(2βλx0))+
1

2
(x−x0)24Nβλ

(
1 + βλ(m2 − 1)

)
), (4.24)

la cual puede ser calculada por la siguiente aproximación,
∫ ∞

−∞
dx e−f(x) ≈

∫ ∞

−∞
dx e−f(x0)−

1
2
(x−x0)2f

′′
(x0) (4.25)

≈ e−f(x0)

√
2π

f ′′(x0)
= F(N, βλ), (4.26)

donde F(N, βλ) corresponde a la aproximación de la función FN(βλ), la cual es

obtenida de la evaluación de la ec.( 4.22) usando la aproximación dada por la ec.(

4.24). Luego, FN(βλ) coincide con F(N, βλ) cuando N →∞. En la Fig. 4.1 (a), se

describe FN(βλ) comparada con F(N, βλ) como una función de βλ para ilustrar

la validez de la aproximación (ver apéndice A). Se muestran los valores exactos y

aproximados los cuales se vuelven más cercanos a medida que N crece. El mismo

efecto se muestra en el panel (b) de la Fig. 4.1 para las funciones definidas como,

XN(βλ) =
1

N
ln (FN(βλ)) (4.27)

X(N, βλ) =
1

N
ln (F(N, βλ)) . (4.28)

Entonces, XN(βλ) y X(N, βλ) coinciden cuando N →∞.

Luego la función de partición puede ser expresada como,

Z=

√
βλN

π
e−βλN

(
2π

β

)N/2
e−Nβλx

2
0+N ln(2πI0(2βλx0))

√
π√

2Nβλ (1 + βλ(m2
0 − 1))

,

(4.29)
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Figura 4.1: La figura muestra las funciones; exacta (FN(βλ)) (F en la gráfica iz-

quierda) y aproximada F(N, βλ) (FA en la gráfica izquierda) por el método de

punto silla (SPM), las cuales son cercanas a medida que N crece. En (a) FN(βλ)

se compara con F(N, βλ) para varios valores de N . En (b), dX(N, βλ)/dβ para

diferentes valores de N es comparada con dXN→∞(βλ)/dβ (exacta), la cual coin-

cide con el cuadrado de la magnetización como función de la temperatura inversa

m2(βλ).

donde x0 es el extremo de la función f(x).

Ahora procederemos a obtener las magnitudes termodinámicas del sistema.

Calculando lnZ, tenemos

lnZ =
N

2
ln

(
2π

β

)
+

1

2
ln

(
βλN

π

)
− βλN −Nβλx20

+ N ln(2πI0(2βλx0))+
1

2
ln

(
π

2Nβλ (1+βλ(m2−1))

)
. (4.30)

El caso límite de esta cantidad por partícula es

ĺım
N−→∞

lnZ

N
=

1

2
ln

(
2π

β

)
− βλ− βλx20 + ln(2πI0(2βλx0)). (4.31)

La última expresión se evalúa en el límite termodinámico, N → ∞ [33], para

x = x0. Sea ϕ = Fβ = − ĺım
N−→∞

lnZ/N donde F es la energía libre por partícula,

luego tenemos

ϕ(β)= −1

2
ln

β

2π
+λβ − ı́nf

x≥0
[−βλx2+ln(2πI0(2βλx))]. (4.32)
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Figura 4.2: Describimos en (a) la energía interna ε como función de β. El punto

crítico está en εc = 3/2, βc = 1 para λ = 1. Adicionalmente, describimos en (b) el

calor específico cv como una función de 1/β, con βc = 1.

Como mencionamos anteriormente la solución del problema extremal se obtiene

de

x =
I1(2βλx)

I0(2βλx)
. (4.33)

La temperatura inversa crítica es βc = 1.

Si λ < 0, la ecuación tiene como solución trivial x = 0. En contraste, si λ > 0,

la ecuación tiene un conjunto de valores para x y β, los cuales definen la solución

del problema. Finalmente, la energía interna por partícula se obtiene como una

función de la temperatura inversa y la magnetización

ε =
∂ϕ(β,N)

∂β
=

1

2β
− λ

(
m2 − 1

)
, (4.34)

dondem es la solución del problema extremal ec.( 4.32) y corresponde a la solución

del ensamble canónico. De ahora en adelante usaremos λ = 1. En la Fig.4.1 des-

cribimos la magnetización de equilibrio m como una función de la energía interna

ε. La solución analítica se obtiene del ensamble canónico dada por la ec.( 4.34).

El punto crítico está localizado en εc = 3/2. Además, en la Fig. 4.2 mostramos en

(a) la energía interna ε como una función de β y en (b) el calor específico Cv como

una función de 1/β. El comportamiento de las funciones termodinámicas ε y Cv
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definen dos regiones diferentes. Esto refleja que el sistema presenta una transición

de fase continua. En particular, la Fig. 4.2 (b) muestra, por un lado, que el calor

específico crece cuando la temperatura aumenta y tras el punto crítico cae y se

mantiene constante con el valor cv = 1/2, el cual corresponde a un gas ideal en

una dimensión.

4.2. Cálculos en el ensamble microcanónico

En esta sección nos centraremos en el cálculo microcanónico de la entropía a

partir de la densidad de estados, y con éste la curva calórica del sistema. Estos

resultados han sido publicados en [58].

En el ensamble microcanónico, a partir del hamiltoniano ec.( 3.7) es posible

encontrar el número de microestados

Ω(E,N) =

∫ N∏

i=1

dpidθlδ(E −HN(θi, pi)), (4.35)

donde podemos introducir una identidad de Dirac en K, luego

Ω(E,N) =

∫
dK

N∏

i=1

dpidθiδ

(
K −

N∑

j=1

p2j
2

)
δ(E −K − U{θi}). (4.36)

Esta expresión puede ser separada en dos partes, la cinética y la configuracional,

esto es,

Ωkin(K) =

∫ N∏

i=l

dpiδ

(
K −

N∑

j=1

p2j
2

)
, (4.37)

Ωconf(E −K) =

∫ N∏

i=1

dθiδ(E −K − U{θi}), (4.38)

donde Ω(E,N) =
∫
dKΩkin(E,N)Ωconf(E−K). Nuevamente, la parte cinética [35]

está dada por,

Ωkin(K) =
π(2πK)N/2−1

Γ(N/2)
. (4.39)
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Figura 4.3: Nosotros describimos g(m), como una función de m para valores de (a)

ε =0.9 y (b) ε =1.1, 1.5, 1.8, con λ = 1. El valor ε = 1 cambia la tendencia de la

función g(m) en el intervalo 0 ≤ m < 1.

Luego usando la propiedad ln Γ(N) =
(
N − 1

2

)
lnN−N+ 1

2
ln(2π), y despreciando

unos términos sobre otros para N grande, tenemos,

ln Ωkin(K) ' N

2

(
1 + ln(2π) + ln

2K

N

)
. (4.40)

Definiendo E = K + U , u = 2K/N , ũ = U/N , y ε = E/N , Ωkin(K) puede ser

expresado como

Ωkin(K) ' exp

(
N

2
(1 + ln(2π) + lnu)

)
. (4.41)

La parte configuracional viene dada por

Ωconf(E −K) ' exp (ln Ωconf). (4.42)

Luego, la entropía es s = 1
N

ln Ω, por lo tanto, Ω(E,N) puede ser expresada como

Ω(E,N) =
N

2

∫
du eN( 1

2
+ 1

2
ln(2π)+ 1

2
lnu+sconf(Nũ)), (4.43)

donde ũ es la energía potencial por partícula, luego Ωconf(E − K) = Ωconf(Nũ).

Como se realizó anteriormente, la integral se puede transformar en un problema

extremal dado por

s =
1

N
ln Ω(E,N) (4.44)

=
1

N
ln

(
N

2

∫
du exp

(
N

(
1

2
+

1

2
ln(2π) +

1

2
lnu+ sconf(Nũ)

)))
. (4.45)
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Resolviendo la integral (4.45) de la misma manera que para el ensamble canónico

s =
1

N
ln

(
N

2
exp

(
N

2
+
N

2
ln(2π)

))
sup
u

(
N

2
lnu+Nsconf(Nũ(u))

)

=
1

N
ln
N

2
+

1

2
+

1

2
ln 2π + sup

u

(
1

2
lnu+ sconf(Nũ(u))

)
. (4.46)

Además, la energía potencial por partícula puede ser expresada de la ec.( 4.5),

para Mx ≈ m and My ≈ 0 como,

ũ = U/N = −λ
(
m2 − 1

)
. (4.47)

De la expresión U = E−K, ũ = ε−u/2, y u = 2(ε− ũ) = 2(ε+λ(m2−1)); luego,

en el límite termodinámico, la entropía se puede escribir como,

s =
1

2
+

1

2
ln 2π +

1

2
ln 2 + sup

m

[
1

2
ln(ε+ λ(m2 − 1)) + sconf(Nũ(u))

]
. (4.48)

Ahora, calculamos la entropía configuracional sconf. Como se mostró antes, el tér-

mino My es despreciable comparado con Mx, esta información puede ser introdu-

cida en sconf, como sigue

Ωconf =

∫ N∏

l=1

dθlδ

(∑

j

cos θj −Nm
)
δ

(∑

j

sin θj

)
, (4.49)

esto es Mx ' m, y My ' 0. Luego, podemos calcular, expresando en la represen-

tación de Fourier

Ωconf =

(
1

2π

)2∫
dq1
∫

dq2
∫ N∏

l=1

dθl exp

(
iq1
∑

j

cosθj−Nm
)

exp

(
iq2
∑

j

sin θj

)
,

(4.50)

la cual corresponde a la función de Bessel de primera especie J0(z),

Ωconf =

(
1

2π

)2 ∫
dq1
∫

dq2 exp (N (−iq1m+ ln(2πJ0(z)))) , (4.51)

donde el módulo de z is (q21 + q22)1/2 Seguidamente, resolvemos la última integral

de la misma forma que en el canónico, se satisfacen las siguientes ecuaciones

−im− J1(z)

J0(z)

q1
z

= 0, (4.52)

−J1(z)

J0(z)

q2
z

= 0, (4.53)
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donde las soluciones son q2 = 0, y q1 = −iγ, y γ es la solución de la ecuación

I1(γ)

I0(γ)
= m. (4.54)

Denotando por Binv(m) la inversa de la ec.( 4.54), obtenemos en el límite termo-

dinámico

sconf = ĺım
N→∞

1

N
ln Ωconf = −mBinv(m) + ln I0(Binv(m)). (4.55)

Usando u = 2(ε+ λ(m2 − 1)), se tiene

s=
1

2
+

1

2
ln 2π+

1

2
ln 2+sup

m

[
1

2
ln(ε+ λ(m2 − 1))−mBinv(m)+lnI0(Binv(m))

]
. (4.56)

El problema extremal está dado por la solución de la ecuación

λ m

ε+ λ(m2 − 1)
−Binv(m) = 0, (4.57)

donde definimos,

g(m) =
m

ε+ λ(m2 − 1)
, (4.58)

la cual se muestra en la Fig. 4.3 como una solución de la ec.( 4.57). La solución

para ε < 1 se grafica en el panel (a). En el panel (b) la función g(m) para ε > 1,

donde la magnetización es siempre m = 0. La única solución para m 6= 0 ocurre

cuando ε < 1. La Fig. 4.3 muestra la función g(m) para diferentes valores de ε.

Llamando m = m(β) a la solución del problema extremal para m, finalmente la

entropía puede expresarse como

s=
1

2
+

1

2
ln 2π+

1

2
ln 2+

1

2
ln(ε+λ(m2(ε)−1))−xBinv(x)+ln I0(Binv(m)). (4.59)

La Fig. 4.4 muestra la entropía microcanónica del problema, y si tomamos la

derivada respecto a ε, recuperamos la solución canónica, esto es

β =
ds

dε
=

1

2(ε+ λ(m2 − 1))
, (4.60)
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Figura 4.4: Describimos en (a) la energía libre como una función de β, en (b) la

entropía s como una función de la energía interna ε. El punto crítico está localizado

en βc = 1 y εc = 3/2 para λ = 1.

que coincide con la solución canónica de la ec.( 4.34). Vemos que en el equilibrio de

BG, en el límite termodinámico hay equivalencia de ensambles entre el canónico

y microcanónico; sin embargo, como veremos en la siguiente sección, al estudiar

el sistema fuera del equilibrio mediante dinámica molecular, es posible encontrar

estados QSS, que producen capacidades caloríficas negativas en la zona cercana al

punto crítico.
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Capítulo 5

Dinámica de Vlasov del modelo

d-HMF

En esta sección se derivan las ecuaciones para la dinámica de Vlasov, del modelo

d-HMF.

A continuación a partir de la ec.( 3.7) es posible derivar una expresión para la

la energía potencial de una partícula, cuya expresión viene dada por

e =
λ

N

N∑

j=1

(cos(θ) cos θj − 3 cos θ cos θj + 2))

=
λ

N

N∑

j=1

(sin θ sin θj − 2 cos θ cos θj + 2)

= λ (My sin θ − 2Mx sin θ + 2)) , (5.1)

donde θ es la orientación de la partícula. En la ec.( 3.7) hemos dejado el factor

1/2 fuera de nuestro modelo ya que estamos considerando la energía que ejercen

todas las demás partículas sobre una sola.

Pasando al continuo la ec.( 5.1) obtenemos

〈U(θ, t)〉 =

∫
f(θ′, p′, t)(2 + cos(θ′ − θ)− 3 cos θ′ cos θ)dθ′dp′

= 2− 2Mx cos θ +My sin θ. (5.2)
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Figure 1: In continuous lines the Theoretical Boltzmann-Gibbs equilibrium density. In blue

circles the profiles got from MD simulations. In left picture for momenta and right for the

orientations.

Therefore, the Boltzmann-Gibbs equilibrium density is

f(θ, p) = C exp
(
−βeq

(
p2/2 + 2− 2m2

x +m2
y

))
. (16)

We have emphasized here with the subindex eq the inverse temperature for

the Boltzmann-Gibbs density equilibrium, i.e βeq, to distinguish the Tsallis-like

density with a parameter β, which takes different values for QSS.120

Normalizing the density, we found

C =

√
βeq exp(2βeq)

(2π)3/2I0(2mxβeq)
. (17)

From this outcome we obtain the momentum and orientation distributions,

%(p) =

√
βeq
2π

e−βeqp
2/2, (18)

ρ(θ) =
e2βeqmx cos θ

2πI0(2mxβeq)
. (19)

Both distributions coincide with the molecular dynamic simulations distribu-

tions, which are shown in the figure 1.

For the QSS regimes the Boltzman-Gibbs distributions do not describe the125

stationary states. To find suitable values of the parameter q and β to describe

the QSS distributions, we use a numerical algorithm, which consists of leaving

free the parameters β and q, fixing the total energy (for the value in study u =

7

pdf

p

a)

Dinámica molecular
Distribución de equilibrio
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orientations.

Therefore, the Boltzmann-Gibbs equilibrium density is

f(θ, p) = C exp
(
−βeq

(
p2/2 + 2− 2m2

x +m2
y

))
. (16)

We have emphasized here with the subindex eq the inverse temperature for

the Boltzmann-Gibbs density equilibrium, i.e βeq, to distinguish the Tsallis-like

density with a parameter β, which takes different values for QSS.120

Normalizing the density, we found

C =

√
βeq exp(2βeq)

(2π)3/2I0(2mxβeq)
. (17)

From this outcome we obtain the momentum and orientation distributions,

%(p) =

√
βeq
2π

e−βeqp
2/2, (18)

ρ(θ) =
e2βeqmx cos θ

2πI0(2mxβeq)
. (19)

Both distributions coincide with the molecular dynamic simulations distribu-

tions, which are shown in the figure 1.

For the QSS regimes the Boltzman-Gibbs distributions do not describe the125

stationary states. To find suitable values of the parameter q and β to describe

the QSS distributions, we use a numerical algorithm, which consists of leaving

free the parameters β and q, fixing the total energy (for the value in study u =

7
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Figura 5.1: Distribuciones de equilibrio de las ec. 5.10 y 5.11 comparadas con los

datos de dinámica molecular. En a) la distribución en los momentos y en b) la

distribución en las orientaciones.

Derivamos la ec.( 5.2) para obtener las fuerzas de campo medio,

−∂〈U(θ, t)〉
∂θ

= −2Mx sin θ −My cos θ. (5.3)

Luego como ~̇p = ~Fmf = −∇〈U〉, la ecuación de Vlasov puede expresarse como

∂f

∂t
+ p

∂f

∂θ
+ (−2Mx sin θ −My cos θ)

∂f

∂p
= 0 (5.4)

y la energía total específica o densidad de energía en el tiempo t es

e(t) =
1

2

∫
f(θ, p, t)p2dθdp− 1

2

∫
f(θ, p, t)(2− 2Mx cos θ +My sin θ)dθdp

=
1

2

∫
f(θ, p, t)p2dθdp+

1

2

(
2− 2M2

x +M2
y

)
. (5.5)

Por otro lado de la ec.( 3.7) la energía de una partícula queda,

e(θ, p) =
p2

2
+ 2− 2mx cos θ +my sin θ. (5.6)

5.1. Función densidad del equilibrio

Como se muestra en la referencia [70], las soluciones estacionarias de la ecuación

de Vlasov vienen dadas por una función que depende sólo de la energía de una
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partícula individual, esto es

f(θ, p) = φ(e(θ, p)). (5.7)

Por lo tanto, para el equilibrio la densidad es

f(θ, p) = C exp
(
−βeq

(
p2/2 + 2− 2mx cos θ +my sin θ

))
. (5.8)

Nosotros enfatizamos aquí la temperatura inversa para el equilibrio con subíndice,

esto es βeq, para distinguir del parámetro β que usaremos para describir los estados

QSS fuera del equilibrio mediante Tsallis.

Normalizando la densidad obtenemos

C =

√
βeq exp(2βeq)

(2π)3/2I0(2mxβeq)
. (5.9)

A partir de este resultado, integramos la ec. (5.8) en p y θ, respectivamente, obte-

niendo las distribuciones en los momentos y las orientaciones,

%(p) =

∫
f(θ, p) dθ =

√
βeq
2π
e−βeqp

2/2, (5.10)

ρ(θ) =

∫
f(θ, p) dp =

e2βeqmx cos θ

2πI0(2mxβeq)
. (5.11)

Como se aprecia en la Fig. 5.1, las soluciones analíticas coinciden con los resultados

de dinámica molecular.

5.2. Soluciones estacionarias de Vlasov fuera del

equilibrio

En esta sección, se presenta una transformación que permite describir de ma-

nera adecuada los QSS del modelo d-HMF. Esta transformación permite conectar

la estadística de Tsallis con la formulación de Vlasov según el esquema de la Fig.

5.2
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6. Concluding remarks

This work constitutes inputs in the understanding of the QSS. Carrying out

MD simulations leads to propose Vlasov solutions connected to Tsallis formal-

ism. The following picture shows the values necessary to build the transforma-175

tion that connects Vlasov to Tsallis

Solución
de Vlasov 

Formalismo
de Tsallis 

Transformación 

q' →  q 
β' →  β 
f  →		p 

This study applied to the d-HMF model suggests the values for the param-

eters q′ and β′ of the Vlasov distributions, which are suitable to describe both

QSS regimes. Previous works discuss possible connections to Tsallis and Lyn-

denbell statistics, introducing some shortcomings such as tails and the center of180

the distributions [38, 43]. In Figure (3) we compare two solutions of the Vlasov

equation to the MD data, in the variable p one of them based on Gaussian func-

tions and another q-Gaussian distribution. We notice that for suitable values of

q′ and β′, the fitting in red is the best. The limitation of this method is lying

on the description of the first QSS. The shape of the distribution is not pre-185

sented here because of discrepancies with MD simulations, and requires another

analysis. However, we find the best representation for this distribution, with

the same values acquired from MD simulations [36], the initial magnetization

mx = 0.15 and average kinetic energy 〈2K/N〉 = 0.802, shown in table 4 and

figure 4.190

The d-HMF is an delightful model, because of constructed from a non-

symmetric Hamiltonian, which represents an example of model with a phase

transition that probably not coming from a spontaneous symmetry breaking,

this fact deserves to be discussed in detail in forthcoming projects.

12

P

Figura 5.2: Esquema de la metodología utilizada para abordar el problema.

Primero daremos una pequeña introducción al formalismo de Tsallis, el cual

se basa en el principio de máxima entropía de Jaynes [41] sujeto a restricciones,

el cual permite obtener la conocida forma q-exponencial de Tsallis. Estas restric-

ciones, serán en nuestro caso, los valores de energía cinética de los QSS hallados

por dinámica molecular. Cabe mencionar que esta metodología constituye una

variación de la transformación de Lima-Penna [54].

5.3. Formalismo de Tsallis y soluciones estaciona-

rias de Vlasov

La propuesta inicial de Tsallis [40], ha sufrido diversas variaciones con el ob-

jetivo de hacer compatible su formulación con los principios de la termodinámica

y las leyes de la probabilidad. En aras de realizar una conexión adecuada entre el

formalismo de Tsallis y la dinámica de Vlasov es que utilizaremos la forma más
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reciente dada por

sq = −kB
1−

∫
pq(x)dx

1− q (5.12)

uq =

∫
pq(x)e(x)dx
∫
pq(x)dx

(5.13)

1 =

∫
p(x)dx, (5.14)

donde sq es la q-entropía, uq es el valor de esperado q de la energía y ε(x) es la

energía del estado x.

La distribución de Tsallis se obtiene al aplicar el principio de máxima entropía

de Jaynes, sujeto a las restricciones de las ecs. (5.12),

δ(α1I + α2uq + sq) = 0, (5.15)

δ

(
α1

∫
p(x)dx+ α2

∫
pq(x)e(x)dx∫
pq(x)dx

− k
∫
p(x)dx−

∫
dxpq(x)dx

1− q

)
= 0, (5.16)

como la energía total se conserva, luego
∫
dx

(
α1 + α2q

pq−1(x)e(x)∫
pq(x)dx

− α2q
uqp

q−1(x)∫
pq(x)dx

− k1− qpq−1(x)

1− q

)
δp(x) = 0,(5.17)

∫
dx

(
α1 −

k

1− q + pq−1(x)q

[
α2
e(x)− uq∫
pq(x)dx

+
k

1− q

])
δp(x) = 0, (5.18)

entonces, la probabilidad viene dada por

p(x) =



q k
1−q

[
1 + α2(1−q)

k
∫
pq(x)dx

(e(x)− uq)
]

k
1−q
(
1− α1

1−q
k

)




1
1−q

, (5.19)

después de una manipulación algebraica obtenemos

p(x) =

(
q

1− α1
1−q
k

) 1
1−q [

1 +
α2(1− q)
k
∫
pq(x)dx

(e(x)− uq)
] 1

1−q
. (5.20)
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Por lo tanto, la normalización corresponde a la función de partición

Zq(β) =

(
q

1− α1
1−q
k

)− 1
1−q

. (5.21)

Para construir las distribuciones escolta (escort distributions), elevamos la pro-

babilidad al parámetro q e integramos en todo el espacio

pq(x) =

(
q

1− α1
1−q
k

) q
1−q [

1 +
α2(1− q)
k
∫
pq(x)dx

(e(x)− uq)
] q

1−q
, (5.22)

finalmente, obtenemos

f(x) =
pq(x)∫
pq(x)dx

=

[
1 + α2(1−q)

k
∫
pq(x)dx

(e(x)− uq)
] q

1−q

∫ [
1 +

α2(1− q)
k
∫
pq(x)dx

(e(x)− uq)
] q

1−q
dx

. (5.23)

Esta última distribución, la ec. (5.23), es la que se utilizará para hacer la conexión

con la dinámica de Vlasov.

Uno de los principales objetivos planteados en esta tesis es describir los QSS

del modelo d-HMF mediante un esquema teórico. Cuando intentamos utilizar el

software vmf90 de Buyl [75] para describir los QSS hallados en el modelo d-HMF,

sólo logramos describir el segundo QSS. Como este software no permite estudiar

en detalle todos los aspectos teóricos, es que optamos por este esquema analítico.

Los resultados mostrados en esta sección se encuentran en proceso de revisión

[59]. Partimos testeando una distribución de Tsallis q-exponencial que optimizan

los valores de q′ y β′ para las distribuciones halladas por las simulaciones. Luego,

mediante un algoritmo numérico variacional hallamos los valores de q′ y β′ que

describen de manera más adecuada estos estados 1. Una vez optimizados estos

valores, procedemos a contrastar los perfiles (ver Fig. 5.4).

La forma q-exponencial escogida como solución estacionaria de Vlasov, para

describir los QSS, viene dada por
1En el apéndice A se describe el procedimiento de optimización utilizado para hallar los valores

óptimos de q′ y β′ para los dos QSS.
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f(x) = C(1− (1− q′)β′e(x))
1

1−q′ , (5.24)

donde q′ y β′ son parámetros de la solución de Vlasov, C es una constante de

normalización y e(x) es la energía de una partícula individual. Por consiguiente,

el cálculo del promedio de las cantidades termodinámicas viene dado por

〈O〉 =

∫
O(x)f(x)dx. (5.25)

Como se mencionó anteriormente, esta simple expresión calcula los valores de ex-

pectación de cantidades físicas de un sistema generalizado en el formalismo de

Tsallis a través del q-valor esperado (en inglés q expectation value) definido pre-

viamente en la ec.( 5.12). Tomando en cuenta las ecs.( 5.23) y 5.24, escribimos

pq(x)∫
pq(x)dx

= C(1− (1− q′)β′e(x))
1

1−q′ . (5.26)

Después de manipular algebraicamente el argumento de la solución de Vlasov,

llegamos a
[
1− (1−q)β∫

pq(x)dx
(e(x)− uq)

] q
1−q

∫
pq(x)dx

= C (1− (1− q′)β′uq)
1

1−q′

(
1− (1− q′)β′(e(x)− uq)

1− (1− q′)β′uq

) 1
1−q′

(5.27)

Primero comparando los lados izquierdo y el derecho de la ec. (5.27) obtenemos

una relación para la constante de normalización

1∫
pq(x)dx

= C (1− (1− q′)β′uq)
1

1−q′ . (5.28)

A continuación conectamos ambas distribuciones, esto es

[
1− (1− q)β∫

pq(x)dx
(e(x)− uq)

] q
1−q

=

(
1− (1− q′)β′(e(x)− uq)

1− (1− q′)β′uq

) 1
1−q′

. (5.29)

En consecuencia, la relación entre los parámetros q de Tsallis y q′ de Vlasov q′ es
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Figura 5.3: Energía cinética promedio por partícula. A la izquierda, en símbolos

azules, los parámetros de Tsallis q y β. En el lado derecho, símbolos en rojo, los

parámetros de Vlasov q′ y β′. La línea verde corresponde al equilibrio, esto es

válido sólo si q = 1

q =
1

2− q′ , (5.30)

y la relación entre los parámetros β y β′ es,

(1− q)β∫
pq(x)dx

=
(1− q′)β′

1− (1− q′)β′uq
(5.31)

usando la ec. (5.28) encontramos

β =
β′(2− q′)

C (1− (1− q′)β′uq)
2−q′
1−q′

. (5.32)
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Figura 5.4: Comparación entre los resultados de dinámica molecular y la solución

de Vlasov. En el panel izquierdo, el primer QSS y en la derecha el segundo QSS.

La línea negra es un ajuste gaussiano, de color rojo, la solución de Vlasov, y en

círculos azules los datos de dinámica molecular.

Por lo tanto, empleando las soluciones de Vlasov y la probabilidad q-exponencial,

se propone una conexión formal entre ambos esquemas; más precisamente, se pre-

sentan soluciones estacionarias de Vlasov como distribuciones q-exponenciales ade-

cuadas para ambos QSS. En la Fig. 5.3, se muestran los resultados obtenidos para

los dos QSS. Se observa, cuando el valor de energía cinética promedio se acerca al

valor del equilibrio, q → 1. Observamos en la Fig. 5.4 que la mejor descripción ocu-

rre para el segundo QSS, mientras que para el primer QSS la solución de Vlasov si

bien tiene los mismos valores de energía cinética y magnetización, la aproximación

es óptima, pero no es buena. En la tabla 1 se resumen los valores de los parámetros

tanto de Vlasov como Tsallis.

Tabla 1.Resumen parámetros de Tsallis y Vlasov para los QSS y el Equilibrio.
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Estado q′ β′ q β 〈2K/N〉 mx

1QSS 0.750 0.625 0.800 9.091 0.800 0.150

2QSS 0.300 0.338 0.588 9.524 0.760 0.000

Equilibrio 1.000 1.050 1.000 1.050 0.951 0.309

5.4. Distribuciones analíticas en las orientaciones

y en los momentos

Los resultados mostrados en la sección anterior 5.3 (Fig. 5.4) corresponden a

integraciones numéricas de la solución de Vlasov propuesta en la ec. (5.24). En esta

sección revisaremos la integración analítica que permite obtener las distribuciones

en las orientaciones y en los momentos.

Las distribuciones en las orientaciones y los momentos se obtienen a partir de

la integración de la ec. (5.24), esto es,

ρ(θ) =

∫ ∞

−∞
f(θ, p)dp, %(p) =

∫ π

−π
f(θ, p)dθ, (5.33)

donde se obtiene C de la condición
∫ ∞

−∞

∫ π

−π
f(θ, p)dθdp = 1. (5.34)

Utilizaremos la transformación de Cahen-Mellin [55, 56], que para el caso de la

función exponencial resulta ser la función gamma, dada por

Γ(z) =

∫ ∞

0

xz−1e−xdx (5.35)

que puede ser invertida mediante la transformación x→ xy, esto es

x−z =
1

Γ(z)

∫ ∞

0

yz−1e−xydy. (5.36)

A partir del ansatz dado por la ecuación 5.24, tenemos que z = 1/(q′ − 1) y

x = (1− (1− q′)β′(p2 + V (θ))), (5.37)

79



inmediatamente, podemos integrar la ecuación (5.4) en los momentos para obtener

la distribución en las orientaciones
∫ ∞

−∞
x−zdp =

C

Γ(z)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

yz−1 exp
(
−(1 + (q′ − 1)β′(p2/2 + V (θ)))y

)
dydp.

(5.38)

Invirtiendo el orden de integración al lado derecho de la ecuación 5.4, tenemos el

siguiente resultado

ρ(θ) =
C

Γ(z)

∫ ∞

0

yz−1
∫ ∞

−∞
exp(−(1 + (q′ − 1)β′(p2/2 + V (θ)))y)dpdy,

(5.39)

si q′ > 1, entonces

ρ(θ) =
C

Γ(z)

∫ ∞

0

yz−1 exp(−y(1 + (q′ − 1)β′V (θ)))

√
2π

(q′ − 1)β′y
dy

=
C

Γ(z)

√
2π

(q′ − 1)β′

∫ ∞

0

yz−1/2−1 exp(−y(1 + (q′ − 1)β′V (θ)))dy,

(5.40)

haciendo el cambio de variables u = y(1 + (q′ − 1)β′V (θ)), obtenemos

ρ(θ) =
C

Γ(z)

√
2π

(q′ − 1)β′
Γ(z − 1/2) (1 + (q′ − 1)β′V (θ))

−z+1/2
. (5.41)

Esta distribución es especial ya que presenta un cambio importante de comporta-

miento cuando el exponente se vuelve a cero, esto es:

−z +
1

2
=

1

1− q′ +
1

2
= 0 (5.42)

1

1− q′ = −1

2
(5.43)

2 = q′ − 1 (5.44)
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q′ = 3 (5.45)

Al integrar nuevamente la ec.( 5.41), podemos encontrar una expresión para la

constante de normalización C
∫ π

−π
ρ(θ)dθ = 1 (5.46)

En lo que viene, vamos a especificar el potencial del problema, el modelo d-HMF,

donde

V (θ) = 2− 2mx cos θ +my sin θ (5.47)

Deseamos estudiar las soluciones de la ecuación de Vlasov para el caso ε = 1.38,

del que se obtiene mx = 0.309 y my ≈ 0.

∫ π

−π

C

Γ(z)

√
2π

(q′ − 1)β′
Γ(z − 1/2) (1 + (q′ − 1)β′(2− 2mx cos θ))

−z+1/2
dθ = 1,

(5.48)

C

Γ(z)

√
2π

(q′ − 1)β′
Γ(z − 1/2)

∫ π

−π
(1 + (q′ − 1)β′(2− 2mx cos θ))

−z+1/2
dθ = 1,

(5.49)

C =
Γ(z)

Γ(z − 1/2)

√
(q′ − 1)β′

2π

/∫ π

−π
(1 + (q′ − 1)β′(2− 2mx cos θ))

−z+1/2
dθ

(5.50)

A continuación, se muestran algunas distribuciones para diferentes valores de

q′.
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Figura 5.5: Distribuciones en las orientaciones ρ(θ) y en los momentos %(p), en

función del parámetro q′.

Tabla 2. Algunos valores de q′ y β′, para los que se obtiene ε = 1.38.

q′ β′ 〈K〉 〈U〉 ε

1 1.0515 0.4755 0.9045 1.38

1.050 1.2568 0.4788 0.9012 1.38

1.100 1.5603 0.4826 0.8975 1.38

1.150 2.0545 0.4869 0.8932 1.38

1.200 3.0001 0.4919 0.8882 1.38

1.250 5.5270 0.4977 0.8824 1.38

1.275 9.5100 0.5009 0.8791 1.38

La tabla 5.4 muestra la dependencia del parámetro β′ en función en q′ y la variación

de la energía cinética y potencial a medida que q′ crece. El valor q′ = 1 es el caso

gaussiano mostrado en la sección anterior.

Vamos ahora a obtener %(p),

%(p) =

∫ π

−π
f(θ, p)dθ, (5.51)

utilizaremos la integral tipo Mellin ec.( 5.4), donde, x = 1+(q′−1)β′(p2/2+V (θ))

y z = 1/(q′ − 1). De esta manera tenemos,
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%(p) =

∫ π

−π
x−zdθ

=
C

Γ(z)

∫ π

−π

∫ ∞

0

yz−1 exp
{
−
[
1 + (q′ − 1)β′(p2/2 + 2− 2mx cos(θ))

]
y
}
dydθ

(5.52)

separando tenemos,

%(p) =
C

Γ(z)

∫ ∞

0

yz−1 exp
{
−
[
1 + (q′ − 1)β′(p2/2 + 2)

]
y
}

·
∫ π

−π
exp {2mx(q

′ − 1)β′ cos(θ)y} dθdy (5.53)

luego,

%(p) =
2πC

Γ(z)

∫ ∞

0

yz−1 exp
{
−
[
1 + (q′ − 1)β′(p2/2 + 2)

]
y
}
I0(2mx(q

′ − 1)β′y)dy.

(5.54)

La última expresión no tiene primitiva conocida, excepto para ciertos valores de

p, q′, β′ y mx, que no son los que determinan el valor de energía ε = 1,38. La

convergencia de esta integral, depende del valor del parámetro q′. Si q′ < 1 la inte-

gral diverge. Haciendo un análisis de la convergencia, tenemos que la exponencial

compite con la función modificada de Bessel; el producto e−axI0(bx) converge sólo

si a > b.

1 + (q′ − 1)β′(p2/2 + 2) > 2mx(q
′ − 1)β′. (5.55)

Para las condiciones que pretendemos modelar, se tiene que mx = 0.309 de lo que

obtenemos,

1 + (q′ − 1)β′(p2/2 + 2) > 2 · 0.309(q′ − 1)β′ (5.56)

Claramente para el valor más bajo del lado izquierdo tendríamos que p = 0.

1 + 2(q′ − 1)β′ > 2 · 0.309(q′ − 1)β′ (5.57)
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Figura 5.6: Integrando de la expresión 5.54 para q′ = 1.1, con parámetros β′ =

1.5603 y mx = 0.309 que garantizan ε = 1.38.

con lo que tendríamos siempre convergencia, al menos en este producto. La función

potencia yz−1, también juega un rol importante en la convergencia de esta integral,

la cual diverge si z−1 < −1, lo que nos lleva al resultado q′ > 1 (condición necesaria

para la convergencia). En la Fig. 5.6, se muestra un ejemplo de esta función.

Por otro lado podemos calcular la energía cinética promedio en función de θ,

esto es:

〈K〉(θ) =

∫ ∞

−∞

p2

2
f(θ, p)dp, (5.58)

〈K〉(θ) = C

∫ ∞

−∞

p2

2

[
1 + (q′ − 1)β′(p2/2 + V (θ))

]− 1
q′−1 dp, (5.59)

De la misma manera anterior, utilizamos la integral de Mellin, con los mismos
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parámetros, esto es,

〈K〉(θ) =
C

2Γ(z)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

p2yz−1e−[1+(q′−1)β′(p2/2+V (θ))]ydydp, (5.60)

〈K〉(θ) =
C

2Γ(z)

∫ ∞

0

yz−1e−[1+(q′−1)β′V (θ)]y

∫ ∞

−∞
p2e−[β′(q′−1)p2/2]ydpdy, (5.61)

La integral en los momentos es fácilmente integrable, pues,
∫ ∞

−∞
x2e−ax

2

dx =

√
π

2a3/2
(5.62)

〈K〉(θ) =
C

2Γ(z)

∫ ∞

0

yz−1e−[1+(q′−1)β′V (θ)]y

√
π

2 (y(q′ − 1)β′/2)3/2
dy, (5.63)

〈K〉(θ) =
C
√
π

4Γ(z) ((q′ − 1)β′/2)3/2

∫ ∞

0

yz−5/2e−[1+(q′−1)β′V (θ)]ydy, (5.64)

Nuevamente esta integral, se resuelve fácilmente,
∫ ∞

0

xz−5/2e−bxdx = b3/2−z Γ(z − 3/2) (5.65)

finalmente,

〈K〉(θ) =
C
√
πΓ(z − 3/2) [1 + (q′ − 1)β′V (θ)]3/2−z

4Γ(z) ((q′ − 1)β′/2)3/2
. (5.66)

Ahora debemos obtener 〈K〉 integrando en θ, numéricamente.

〈K〉 =
C
√
πΓ(z − 3/2)

4Γ(z) ((q′ − 1)β′/2)3/2

∫ π

−π
[1 + (q′ − 1)β′V (θ)]

3/2−z
dθ, (5.67)

Realizando la transformación de Mellin con x = [1+(q′−1)β′V (θ)] y w = z−3/2,

tenemos,
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〈K〉 =

∫ π

−π
x−wdθ =

C
√
π

4Γ(z) ((q′ − 1)β′/2)3/2

∫ π

−π

∫ ∞

0

yw−1e−[1+(q′−1)β′V (θ)]ydydθ

=
C
√
π

4Γ(z) ((q′ − 1)β′/2)3/2

∫ π

−π

∫ ∞

0

yw−1e−[1+(q′−1)β′(2−2mx cos θ)]ydydθ

=
C

2Γ(z)

(
2π

(q′ − 1)β′

)3/2 ∫ ∞

0

yz−5/2e−[1+2(q′−1)β′]yI0(2mxβ
′(q − 1)y)dy.

(5.68)

Esta última integral nuevamente no tiene primitiva conocida para los valores de

q′, β′ y mx compatibles con ε = 1.38.

De la misma manera, podemos encontrar la expresión analítica para calcular

la energía potencial promedio por partícula.

〈U〉(θ) =

∫ ∞

−∞
(2− 2mx cos θ)f(θ, p)dp, (5.69)

〈U〉(θ) = C

∫ π

−π
(1−mx cos θ)(1 + (q′ − 1)β′(p2/2 + 2− 2mx cos θ))

− 1
q′−1dp,

(5.70)

si integrando en las orientaciones, como la función f(θ, p) está normalizada tene-

mos,

〈U〉 = 1− Cmx

∫ π

−π

∫ ∞

−∞
cos θ(1 + (q′ − 1)β′(p2/2 + 2− 2mx cos θ))

− 1
q′−1dpdθ,

(5.71)

usando la transformación de Mellin,

〈U〉 = 1− Cmx

Γ(z)

∫ ∞

0

∫ π

−π

∫ ∞

−∞
cos θyz−1e−(1+(q′−1)β′(p2/2+2−2mx cos θ))ydpdθdy,

(5.72)
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〈U〉 = 1− Cmx

Γ(z)

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
yz−1e−(1+(q′−1)β′(p2/2+2))y

∫ π

−π
cos θe2β

′(q′−1)mx cos θydθdpdy,

(5.73)

la integral, en las orientaciones, se puede calcular y corresponde a una función de

Bessel modificada de primera especie I1, luego tenemos,

〈U〉 = 1− Cmx

Γ(z)

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
yz−1e−(1+(q′−1)β′(p2/2+2))y2πI1(2β

′(q′ − 1)mxy)dpdy,

(5.74)

la integral en los momentos también se puede calcular, es una gaussiana,

〈U〉 = 1− 2πCmx

Γ(z)

∫ ∞

0

yz−1e−(1+2(q′−1)β′)y
∫ ∞

−∞
e−(q

′−1)β′p2/2ydpI1(2β
′(q′ − 1)mxy)dy,

(5.75)

〈U〉 = 1− 2πCmx

Γ(z)

∫ ∞

0

yz−1e−(1+2(q′−1)β′)y

√
2π

(q′ − 1)β′y
I1(2β

′(q′ − 1)mxy)dy,

(5.76)

〈U〉 = 1− (2π)3/2Cmx

Γ(z)
√

(q′ − 1)β′

∫ ∞

0

yz−3/2e−(1+2(q′−1)β′)yI1(2β
′(q′ − 1)mxy)dy,

(5.77)

Nuevamente esta integral como hemos mencionado anteriormente no tiene pri-

mitiva conocida. Sin embargo, es posible obtener los valores de la tabla 5.4 a partir

de esta expresión realizando una evaluación numérica.
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Capítulo 6

Conclusiones

En esta tesis se investigó la dinámica y termodinámica del modelo d-HMF,

describiendo los estados de equilibrio y los estados QSS presentes.

El problema se resolvió analíticamente en el conjunto canónico mediante los

procedimientos estándar de la mecánica estadística calculando la función de par-

tición y la posterior derivación de la energía libre de Helmholtz para finalmente

obtener la temperatura del equilibrio y la magnetización. En el proceso se emplea-

ron las transformaciones reales y complejas de Hubbard-Stratonovich. Asimismo,

el problema se resolvió analíticamente en el ensamble microcanónico calculando

directamente el número de microestados accesibles para obtener la entropía del

sistema. Comparando ambos resultados se demostró la equivalencia de ensambles

entre el canónico y microcanónico.

Desde la perspectiva de la teoría cinética, se encontró la función de distribu-

ción de equilibrio BG del modelo d-HMF dada por la ec.(5.8) y las distribuciones

marginales en las orientaciones y los momentos dadas por las ecs.( 5.10) y 5.11,

las cuales se corresponden con los datos obtenidos por los métodos de la dinámica

molecular, como se observa en la Fig. 5.1.

Mediante los métodos de la dinámica molecular, se encontró que si dejamos

evolucionar el sistema desde condiciones iniciales uniformes (water-bag), el sistema
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queda atrapado en estados QSS descritos por diferentes valores de magnetización

y energía cinética promedio y cuya duración crece conforme crece el número de

partículas como se observa en las figuras 3.2 a) y 3.3. Los resultados fueron inter-

pretados como la existencia de dos estados QSS diferentes, un primer estado QSS

de energía cinética promedio mayor que el segundo QSS. Además se encontró una

ley de potencia Ref. [1, 57] para el tiempo de duración del segundo QSS como se

observa en la Fig. 3.5 a), lo que sugirió el estudio del sistema basándonos en la

dinámica de Vlasov. Por otro lado, se encontró que el sistema es altamente sensible

a las condiciones iniciales como se aprecia en la Fig. 3.2 b), lo que sugiere futuros

trabajos respecto a la caoticidad del modelo.

La hipótesis central del problema consistió en la aceptación de la existencia de

estados QSS presentes en la dinámica fuera del equilibrio que resultó en la obser-

vación de dos estados QSS en el modelo d-HMF y que éstos pueden ser descritos

mediante la dinámica de Vlasov. Bajo este supuesto se llevaron a cabo simulaciones

mediante los métodos de la dinámica molecular para obtener información adicional

sobre las distribuciones en los momentos y las orientaciones de los estados QSS y

posteriormente intentar describirlos mediante una función de distribución analíti-

ca. Esta hipótesis resultó ser acertada, pues mediante la dinámica de Vlasov, se

encontraron (de forma analítica) funciones de distribución del tipo q-exponencial

para describir los estados QSS del modelo, siendo más adecuado el procedimiento

para describir el segundo estado QSS y presentando limitaciones para describir

el primer QSS como se aprecia en la Fig. 5.4. Los resultados sugieren valores de

los parámetros q′ y β′ óptimos (mostrados en la tabla 1) para la descripción de

estos estados mediante la función de distribución de la ec.( 5.24). A raíz de esta

investigación se logró publicar recientemente un artículo en Physica A Ref. [59].

Las soluciones encontradas del tipo q-exponencial sugieren la existencia de

una relación estrecha con la estadística de Tsallis. Como se mostró en la sección

5.3, se encontró una transformación entre los parámetros q y β de Tsallis con
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los parámetros q′ y β′ propuestos en las soluciones estacionarias de Vlasov. Este

resultado nos permite mirar la termodinámica y al menos sugerir una posible

conexión entre la estadística de Tsallis y las soluciones de Vlasov.

Por último, se encontraron (de forma analítica) las distribuciones marginales

ρ(θ) y %(p) para estados estacionarios fuera del equilibrio, mediante la transforma-

ción Cahen-Mellin, tomando como función la forma q-exponencial propuesta en la

ec.( 5.24). La solución exacta para la distribución marginal en las orientaciones ρ(θ)

viene dada por la ec.( 5.41), sin embargo, la distribución marginal en los momentos

%(p) resultó no tener primitiva, por lo que sólo fue posible obtener una expresión

integral dada por la ec.( 5.54), cuyo cálculo debe realizarse numéricamente.

El d-HMF es un modelo interesante, porque está construido a partir de un

hamiltoniano no simétrico, lo que representa un ejemplo de un modelo con una

transición de fase que probablemente no provenga de una ruptura espontánea de

la simetría, hecho se será investigado en futuros trabajos, así como también la veri-

ficación de la hipótesis de ergodicidad y la caoticidad del modelo. Adicionalmente

un posible trabajo futuro sería la implementación de un método Monte Carlo para

la descripción del equilibrio y también posibles aplicaciones del modelo al estudio

de rotores moleculares y/o dispositivos de cortina eléctrica.

Por último esta tesis puede ser de interés para estudiantes que estén iniciando

sus trabajos de investigación en este campo, ya que entrega una perspectiva general

de las técnicas teóricas analíticas y computacionales que permiten describir la

dinámica y la termodinámica de sistemas con interacciones de largo alcance.
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Apéndice A

Algoritmos computacionales

Solución analítica canónica

Para comparar los cálculos de la función de partición completa, versus la apro-

ximación del SPM de la ecuación 4.24, esto es FN(βλ) comparada con F(N, βλ),

se utiliza el método del trapecio con n = 1000 rectángulos.
∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
n

[
f(a) + f(b)

2
+

n−1∑

k=1

f

(
a+ k

b− a
n

)]
(A.1)

Para la Fig. 4.1, solo se calcula hasta N = 100, ya que F(N, βλ) ∼ 104096 para

N > 100.

Dinámica Molecular

La dinámica molecular es una herramienta poderosa para resolver la dinámica

de sistemas en los que se conocen las ecuaciones de movimiento de cada partícula.

La desventaja es el tiempo de simulación porque la integración de las ecuaciones

de movimiento se vuelve computacionalmente más demandante conforme crece el

número de partículas. Existen diversos mecanismos para integrar las ecuaciones

de movimiento, ejemplos de ellos son el algoritmo Método de Euler, Runge-Kutta,

Verlet, coeficientes simplécticos, etc.

Para esta tesis se utilizó un algoritmo simpléctico de cuarto orden [64] para

integrar las ecuaciones de movimiento. Además se implementó una paralelización
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MPI del código en FORTRAN90. En la Fig. A.1 se ilustra la estructura general

del código.

 

 

Declaración de 
variables 

Condiciones iniciales 

Cálculo de 
momentos y 
orientaciones 

Cálculo de energía, 
magnetización, etc. 

Figura A.1: Estructura del código del programa de dinámica molecular. En la etapa

de condiciones iniciales, se generan números aleatorios que siguen una distribución

uniforme (water-bag initial conditions). La parte central del código está en el

cálculo de los momentos y las orientaciones, aquí se encuentra la rutina simpléctica

para el cálculo de integración de las ecuaciones de movimiento. En esta etapa es

donde se almacenan los datos de interés en los archivos.

Soluciones estacionarias de la ecuación de Vlasov

Para describir las soluciones más cercanas a las distribuciones encontradas por

los métodos de la dinámica molecular, se realiza un proceso de optimización que

permite obtener los parámetros q′ y β′. Este procedimiento considera los valores de

energía cinética promedio de los estados QSS hallados, es decir 〈2K/N〉 = 0.800

para el 1QSS y 〈2K/N〉 = 0.760 para el 2QSS. Se implementó con el software

mathematica, dejando libre los parámetros de magnetización Mx, q′ y β′. Con este
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procedimiento se logran determinar los tres estados que se aprecian en la tabla 1, es

decir los dos estados QSS y el equilibrio. Con menor probabilidad se encuentran los

estados con la magnetizaciónMx = 0.15 (1QSS), luego, con mayor probabilidad se

encuentran los estados con valores de magnetizaciónMx = 0 (2QSS) yMx = 0.309

(equilibrio), en este último cabe resaltar que se obtienen los valores esperados de

q′ = 1 y β′ = βeq.
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Apéndice B

Función de distribución uniforme

(Water-Bag)

Ahora, veamos como obtener la función de distribución en los momentos y en

las orientaciones para una distribución uniforme (water-bag), y que corresponde a

un valor constante de la distribución en un cierto rango de los momentos y de las

orientaciones, esto es θ < |θ0| y p < |p0|. Al normalizar se tiene,

f(θ, p) =
1

4θ0p0
(B.1)

Entonces, la distribución en las orientaciones es:

ρ(θ) =

∫ p0

−p0
f(θ, p)dp =

1

2θ0
(B.2)

Mientras que la distribución en los momentos es:

%(p) =

∫ θ0

−θ0
f(θ, p)dp =

1

2p0
(B.3)

Recordemos que para la distribución uniforme f(θ, p) = 1/4θ0p0, se tiene que la

energía total es:

ε =

∫ p0

−p0

∫ θ0

−θ0

p2

2
f(θ, p)dθdp+

1

2

∫ p0

−p0

∫ θ0

−θ0
(2− 2mx cos θ +my sin θ)f(θ, p)dθdp,

(B.4)
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donde

mx =

∫ p0

−p0

∫ θ0

−θ0
f(θ, p) cos θdθdp,

my =

∫ p0

−p0

∫ θ0

−θ0
f(θ, p) sin θdθdp, (B.5)

donde mx = sin θ0/θ0 y my = 0, la energía total es,

ε =
p20
6

+ 1− sin2 θ0
θ20

=
p20
6

+ 1−m2. (B.6)

Para el caso homogéneo θ0 = π, m = 0, se obtiene que

p0 =
√

6(ε− 1) ≈ 1.51. (B.7)

Consecuentemente, la energía cinética promedio del water-bag homogéneo es:

〈K〉 =

∫ p0

−p0

∫ θ0

−θ0

p2

2
f(θ, p)dθdp =

p20
6
, (B.8)

〈K〉 = 0.38, (B.9)

así, las distribuciones en θ y p son,

ρ(θ) =
1

2θ0
= 0.159155, (B.10)

%(p) =
1

2p0
= 0.331133. (B.11)

Para un water-bag inhomogéneo, por ejemplo θ0 = 0.01, la magnetización por

partícula es alta (cercana a la unidad), por lo que casi toda la energía del sistema

es energía cinética,

p0 =

√
6

(
e− 1 +

sin2 θ0
θ20

)
≈ 2.877464162, (B.12)
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〈K〉 =
p20
6

= 1.379966667, (B.13)

f(θ, p) =
1

4θ0p0
=

1

4 · 0.01 · 2.2978
= 8.688205514, (B.14)

Para un water-bag θ0 = π/2 tenemos,

p0 =

√
6

(
e− 1 +

sin2 θ0
θ20

)
≈ 2.170647002, (B.15)

〈K〉 =
p20
6

= 0.7852847346. (B.16)

Para un water-bag θ0 = π/4 tenemos,

p0 =

√
6

(
e− 1 +

sin2 θ0
θ0

)
≈ 2.672717122, (B.17)

〈K〉 =
p20
6

= 1.190569469. (B.18)

Para un water-bag θ0 = π/3 tenemos,

p0 =

√
6

(
e− 1 +

1 sin2 θ0
θ0

)
≈ 2.6603843313 (B.19)

〈K〉 =
p20
6

= 1.13 (B.20)

Los valores obtenidos de p0 para los diferentes tipos de condiciones iniciales,

fueron utilizados para fijar las condiciones iniciales en el programa de dinámica

molecular. Con esto se realizó el estudio mostrado en la Fig. 3.3 b).
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Resumen

En la presente investigación se describe un sistema de N dipolos eléctricos con

condiciones de borde periódicas. Una primera aproximación de campo medio del

modelo en una dimensión ha sido estudiada recientemente, llamándole modelo d-

HMF, por su semejanza al modelo HMF. De éste se encontró la solución analítica

en el ensemble canónico, además de su estudio fuera y en equilibrio mediante di-

námica molecular, utilizando condiciones iniciales del tipo water-bag. Con estas

condiciones se observaron dos estados cuasi-estacionarios (QSS) fuera del equili-

brio, los cuales fueron caracterizados a través de instantáneas del espacio de fases

(snapshots), distribución de velocidades, leyes de escala, energía cinética promedio,

etc. Sin embargo la dinámica molecular es aún incompleta, respecto a la natura-

leza del primer QSS. Ahora se investiga su naturaleza mediante otra técnica; la

dinámica de Vlasov, la cual ha sido útil para describir los QSS del modelo HMF.

Hasta el momento se está averiguando si este primer QSS efectivamente aparece

en esta dinámica. Los resultados obtenidos hasta el momento no son concluyentes

y es necesario realizar más simulaciones numéricas ajustando los parámetros del

programa computacional. Se espera que la dinámica de Vlasov sea concluyente

respecto a la naturaleza del primer QSS encontrado por dinámica molecular. De

manera paralela se trabajó en la resolución del modelo d-HMF en el ensemble

microcanónico, del que se logró la obtener diversos observables termodinámicos

tales como la entropía, magnetización, energía interna, calor específico, etc. Los

resultados mostraron la equivalencia del ensemble canónico y microcanónico para

este modelo.
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Capítulo 1

Introducción

Muchos modelos en física teórica han sido propuestos con el fin de explicar

la realidad. Algunos de ellos han logrado describir una parte de ésta, y con el

tiempo han sido mejorados logrando hacer una descripción mejor. Otros modelos

preliminares han servido para mostrar que pueden capturar cosas similares a las

que ocurren en la realidad, y otros cuantos no han logrado, en su momento, mostrar

su utilidad práctica.

Los modelos que han sido introducidos y que conllevan interacciones de largo

alcance han sido principalmente sistemas astrofísicos y plasmas, sin embargo en

escalas más pequeñas la gran mayoría son modelos con interacciones de corto

alcance.

El modelo d-HMF es el primer modelo que considera el potencial dipolar eléc-

trico para describir una dinámica de muchos dipolos, y si bien hasta el momento

solo se ha resuelto en una dimensión y en aproximación de campo medio, este

modelo presenta una transición de fase continua, del tipo para-ferromagnética.

La importancia de este hecho está en que puede ser utilizado en diversas apli-

caciones, ya que tanto en el área de la biología, química como de la tecnología,

existen sistemas formados por dipolos eléctricos (enlaces iónicos) tales como NaCL,

HCl, LiF, CaNO3, MgO, SiO2, NO3 etc, los cuales, además son abundantes en la
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naturaleza y esenciales tanto para el metabolismo de los seres vivos, así como en

la elaboración de materiales de uso industrial. En los últimos años la caracteri-

zación de rotores y motores moleculares ha tomado gran interés en la comunidad

científica, pues constituye un aporte sustancial en la comprensión del funciona-

miento de los organismos microscópicos que permiten la vida, por lo que resulta

un buen motivo para realizar el siguiente estudio. Recientemente se han realizado

varios trabajos que concluyeron en la creación de los primeros motores moleculares

artificiales [1–4], en los que mediante campos eléctricos y magnéticos se ha logra-

do generar movimientos de traslación y rotación de moléculas. Con la tecnología

actual por ejemplo, se pueden controlar bancos de células (bacterias) mediante el

uso de estas técnicas [5].

Asimismo, varios estudios teóricos clásicos han sido desarrollados para modelar

el comportamiento de cargas eléctricas sometidas a campos eléctricos y/o magné-

ticos [8–13], los cuales nos han mostrado la diversidad de movimientos posibles

para distintas condiciones iniciales. En el ámbito de la tecnología, estos estudios se

han utilizado para crear un aparato llamado cortina eléctrica [7–13], que sirve para

aislar pequeñas partículas en su interior, mediante el uso de campos eléctricos. De

ahí la importancia de estudiar sistemas formados por cargas eléctricas en presencia

de campos eéctricos y/o magnéticos.

Debido a su naturaleza, los sistemas formados por dipolos eléctricos se en-

marcan dentro de los sistemas con interacciones de largo alcance los cuales serán

descritos en la siguiente sección.

Por otro lado es posible que este modelo pueda utilizarse para diversas apli-

caciones, como es el caso de los motores moleculares y los aparatos de cortina

eléctrica (Electric curtain device), los cuales están relacionados con el estudio de

sistemas formados por dipolos eléctricos. Los resultados de esta investigación, nos

conducirán de manera directa a las aplicaciones aquí mencionadas.

La mecánica estadística junto con la teoría cinética, constituyen herramientas
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muy poderosas para estudiar la dinámica y termodinámica de sistemas formados

por muchas partículas dentro y fuera del equilibrio a partir de una configuración

inicial dada.

En los últimos años se han desarrollado modelos teóricos que intentan des-

cribir situaciones físicas reales, tales como Van der Waals, Curie-Weiss, Einstein,

Brag-Williams, Bethe-Peierls, Ising, Potts, Chandrasekhar, Hydrodynamics, Self-

gravitating, HMF [16–25] e incluso con aplicaciones sociales [26]. Estos modelos

han sido popularizados y resueltos analíticamente en libros tales como [27–31, 33–

36]. Sin embargo muchos de ellos aún no tienen solución analítica conocida, como

es el caso del modelo de Ising en 3 dimensiones. Esto debido a la dificultad a la

hora de resolver las integrales de movimiento. Por esto, es que se hace necesario

resolver numéricamente las ecuaciones mediante:

1. Dinámica molecular: Está basada en la integración directa de las ecuacio-

nes de Newton, por lo que permite encontrar la posición y velocidad de cada

partícula del sistema en cada instante. Como sabemos el conocer estas dos

cantidades en cada instante nos da toda la información del sistema, por lo que

dejando que la simulación corra y esperando lo suficiente, el sistema pasará

desde las condiciones iniciales hasta el equilibrio de Maxwell-Boltzmann-

Gibbs (MGB).

2. Métodos Monte Carlo: Estos métodos utilizan probabilidades y ecuacio-

nes maestras para simular la situación de equilibrio y obtener así la entropía

y la curva calórica del sistema. La dinámica en ellos es ficticia, sin embar-

go simula bastante bien la situación de equilibrio ya que se producen tantos

cambios en el sistema que al simularlos de manera aleatoria y con la probabi-

lidad del ensemble canónico, se logra una correcta descripción de la situación

de equilibrio.

3. Ecuaciones cinéticas: Maxwell, Boltzamnn y Gibbs, desarrollaron en con-
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junto la teoría cinética mediante la descripción de la función de distribución

de probabilidad f(~r, ~p, t). Esta función contiene toda la información del siste-

ma, y a partir de ella se pueden calcular todas las cantidades termodinámicas

tales como la energía cinética promedio, energía interna, entropía, etc, y nos

dice como están distribuidas las partículas en el espacio de fases. Como la

descripción de las N partículas que forman el sistema requeriría una función

de distribución que contenga las posiciones y veolcidades de cada partícula,

se asume que las partículas son idénticas y que por tanto al describir la de

una partícula se puede describir el sistema completo, entonces ~r y ~p son la

posición y momentum de una sola partícula en un tiempo t.

El punto más fuerte de esta función es que al guardar toda la información

relevante del sistema, describe la evolución desde sus condiciones iniciales

hasta el equilibrio final de MBG.

Como la función de distribución es una función de tres variables la evolución

temporal de ésta nos da la famosa ecuación de Boltzmann o también llamada

ecuación cinética,
df

dt
=
∂f

∂~r
d~r +

∂f

∂~p
d~p+

∂f

∂t
. (1.1)

El cambio de esta función en el tiempo equivale al ritmo con el que entran

y salen partículas en un infinitamente pequeño pedazo del espacio de fases

d3~rd3~p. Este término es llamado operador de colisión I(f) = df
dt
, ya que los

eventos de colisión entre las partículas determinarán este flujo.

Dependiendo del sistema que esta ecuación estudie, puede tener varias for-

mas. Ejemplos de estas ecuaciones son la ecuación de Lorentz, jerarquía

BGGKY, Klimontovich, Vlasov, Poisson-Boltzmann. La ecuación de Vlasov,

es la ecuación de Boltzmann sin colisiones, esto quiere decir que el operador

colisión es identicamente cero.

Por otro lado, cuando no se conocen las interacciones que gobiernan el sis-
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tema, existe otro tipo de ecuaciones llamadas ecuaciones maestras, que in-

cluyen términos probabilísticos similares al operador de colisión, ejemplos

de ellas son la eucación de Langevin, Difusión, Fokker-Planck, Chapman-

Kolmogórov, etc [34]; todas intentan obtener información del sistema por

medio de fuerzas de carácter aleatorio, lo que permite entre otras cosas, des-

cribir por ejemplo el movimiento Browniano. Estas ecuaciones son utilizadas

en los métodos monte carlo.

La utilización de alguna de estas herramientas depende en concreto de lo que

se desee estudiar. Si bien es posible utilizar todas, cada una de ellas entregará,

más o menos, la misma información del equilibrio MBG, pero queremos estudiar

lo que sucede fuera del equilibrio, lo mejor sería utilizar la dinámica molecular

y la ecuación cinética, ya que los métodos Monte Carlo simulan la situación de

equilibrio MBG.

Lo interesante del estudio fuera del equilibrio es la presencia de estados llama-

dos meta-estables o cuasi-estacionarios. Estos estados suelen aparecer en regiones

cercanas a la zona de transición de fase del sistema. La conexión de estos esta-

dos con la termodinámica es que están representados por capacidades caloríficas

negativas, es decir una disminución en la energía cinética promedio al aumentar

la energía interna. Esto es producido debido a la enorme cantidad de cambios

configuracionales que sufre el sistema cuando transita a la zona de transición de

fase.

Hasta la fecha estos estados han sido observados tan sólo en el ensemble mi-

crocanónico y bajo ciertas condiciones iniciales, mediante dinámica molecular y la

ecuación cinética de Vlasov. Asimismo han sido observados experimentalmente en

plasmas [46].

Pero no han logrado ser descritos por los métodos Monte Carlo convencionales,

que no logran medir tales estados, ya que están basados en el ensemble canónico,

por lo que utilizan la probabilidad canónica, la cual está directamente relacionada
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con el equilibrio MBG, lo que lleva al sistema de manera muy rápida al equilibrio

MBG, sin la posibilidad de poder pasar por estos estados meta-estables previos.

Si bien la utilización de alguna de estas tres herramientas depende fuertemente

del sistema a estudiar, se debe tener en cuenta qué es lo que se desea estudiar, si

solo queremos describir el sistema en el equilibrio, una dinámica de Monte Carlo

es más que suficiente, pero si se desea estudiar al sistema fuera del equilibrio, debe

utilizarse la dinámica molecular y la ecuación cinética.

Otro aspecto importante a la hora de elegir alguna de estas herramientas, es

la naturaleza del propio sistema. En la literatura existen diversos algoritmos pa-

ra tratar los sistemas según su naturaleza. Por ejemplo los algoritmos de clusters

utilizados en los métodos Monte Carlo suelen ser mejores en sistemas cuyas inter-

acciones conllevan fuertes correlaciones.

Los sistemas se pueden clasificar según su interacción en dos grupos, los siste-

mas con interacciones de corto alcance, y los sistemas con interacciones de largo

alcance [36] (aunque, también existen modelos de interacción intermedia).

Para saber a cual grupo pertenece una interacción, consideremos un potencial

de interacción entre partículas, de la forma,

V =
A

rα
, (1.2)

donde r es el módulo de la distancia entre partículas y A es una cupla que se

considera constante para r � 1 y depende de r cuando r � 1. Si α ≤ d la

interacción es de largo alcance, donde d es la dimensión del espacio en la que

se encuentra el sistema. Por el contrario si α > d, la interacción es de corto

alcance. Esto puede evidenciarse al tomar la energía potencial de una partícula

interactuando con el potencial de la ecuación 1.2, situada en el centro de una

distribución homogénea de partículas en una esfera de radio R de dimensión d,

con α 6= d,

ε =

∫ R

δ

ρ
A

rα
ddr = AρΩd

∫ R

δ

rd−1−αdr =
ρAΩd

d− α
(
Rd−α − δd−α

)
, (1.3)
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Figura 1.1: La figura muestra la separación de diferentes sistemas en las zonas

aditivas y no aditivas. El modelo d-HMF está en la zona no aditiva.

donde δ es un pequeño radio introducido para evitar la divergencia del potencial

 

δ 

r 

R 

Figura 1.2: Esquema para la evaluación de la energía ε.

con δ � R, el cual no está relacionado ni con la naturaleza de las interacciones

de largo alcance, ni con la constante de integración. Ωd es el volumen angular

en dimensión d, y ρ es la densidad de carga, masa etc. que hemos considerado

constante. Para el caso especial α = d, se tiene una divergencia logarítmica de la

forma,

ε v log(R)− log(δ) (1.4)

Si α > d de la ecuación 1.3 vemos que la energía permanece finita y proporcional al
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volumen para A constante, algo natural en los sistemas con interacciones de corto

alcance, donde el número de interacciones es proporcional a N . Por el contrario, si

α ≤ d con un valor de A constante, la energía diverge como una ley de potencias

de R, lo cual hace que ésta sea no extensiva, ya que se vuelve superlineal en V ,

esto es, E ∝ V 2−α/d. Esta pérdida de extensividad, junto con la pérdida de

aditividad es lo que caracteriza a los sistemas con interacciones de largo alcance.

Sin embargo, para los modelos de campo medio (donde α = 0), es posible introducir

un factor, de manera de recuperar la extensividad como veremos más adelante.

La pérdida de aditividad ocurre cuando el sistema no puede ser separado en

subsistemas independientes, debido al efecto de las correlaciones, donde la longitud

de correlación es comparable con el tamaño del sistema o incluso mayor [52, 56, 58].

Esta pérdida es frecuentemente acompañada de la pérdida de extensividad. La

extensividad es sutilmente diferente a la aditividad, pueden existir sistemas exten-

sivos pero no aditivos. La extensividad indica como el sistema escala proporcional

al número de partículas que lo constituye, por ejemplo, en un gas ideal, si hay más

partículas, éstas ocuparán un tamaño mayor acorde a este aumento. O puede que

al aumentar el número de partículas de un sistema este no aumente de energía o

que aumente muy poco y no de manera proporcional. Si pensamos en los microsta-

dos posibles de un sistema, puede que al aumentar el número de partículas, éstas

se muevan a regiones de menor energía, incluso energía negativa, disminuyendo la

energía total del sistema, o simplemente se agrupen en niveles de energía de va-

lor cero, lo que no aumentaría la energía del sistema. Para ilustrar este concepto,

utilizaremos el modelo de Curie-Weiss, el cual es un sistema tipo Ising pero con

una variación que envuelve interacciones de largo alcance dado por,

H = −J
2

∑

i,j

sisj, (1.5)

donde J , es una cupla de acoplamiento, si = ±1 es el espin, ∀i. El factor 1/2
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es introducido para evitar sumar dos veces la interacción entre i y j. La diferencia

con el modelo de Ising es que éste asume que cada espín interactúa con la misma

intensidad sobre todos los demás sin importar la distancia (modelo llamado de

campo medio), la interacción es de largo alcance.

Para ilustrar la pérdida de aditividad, consideraremos un sistema con magne-

tización nula, M =
∑

i

si = 0; donde la energía es,

E = −J
2

N∑

i,j=1

sisj. (1.6)

Ahora dividamos el sistema en dos partes, 1 y 2, cada una compuesta por N/2

sitios, donde todos los espines del subsitema 1 son up, mientras que todos los

del subsitema 2 son down, como se muestra en la figura 1.3. La energía total del

sistema es claramente E = 0, ya que todos los espines se sumarían dando cero. Sin

embargo, la energía de cada subsitema es,

  
+ + + 

+ + + 

+ + + 

+ + + 

+ + + 

__ __ __ 

__ __ __ 

__ __ __ 

__ __ __ 

__ __ __ 

1 2 

Figura 1.3: La figura muestra la separación de los dos subsitemas.

E1 = −J
2

N/2∑

i,j=1

1 · 1 = −JN
2

8

E2 = −J
2

N∑

i,j=N/2

(−1 · −1) = −JN
2

8
, (1.7)
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es decir, E1 = E2 = −J N2

8
, entonces claramente E1 + E2 6= E. Esto es una

pérdida de aditividad, puesto que la suma de energías no es igual a la energía

total del sistema. Esto ocurre porque cada parte, 1 y 2, interactúan tan sólo con

los espines de su grupo, que tenían el mismo valor espín, pero cuando se colocan

juntos los dos subsistemas hay que sumar todo, dando como resultado cero. Este

tipo de situación es típica en los sistemas con interacciones de largo alcance. Si

bien en la naturaleza todo tiende a desaparecer conforme crece la distancia, hay

situaciones en las que todo el sistema a pesar estar distanciado está fuertemente

correlacionado. Un ejemplo de ello lo consituye una gota de agua. Cuando se corta

una gota a la mitad, la tensión superficial de ésta hace que se vuelvan a juntar

rápidamente formando dos gotas (clusterización). Este tipo de situaciones es muy

común tanto en sistemas de escala humana como en sistemas astrofísicos.

Otro aspecto que hemos mencionado es la pérdida de extensividad, es decir, el

sistema deja de escalar de manera proporcional al número de partículas. Cuando

vemos la energía por separado de cada subsistema, vemos que E ∝ N2 y no a

N . Sin embargo, Kac [47], mostró que es posible volver el sistema extensivo al

introducir un factor 1/N , esto es,

H = − J

2N

∑

i,j

sisj. (1.8)

Con esto el sistema queda extensivo, con la energía proporcional a N . Este tipo

de escalamiento presenta una estructura termodinámica estándar porque preser-

va las relaciones de Euler y Gibbs-Duhem [52] recuperando la linealidad de las

propiedades termodinámicas de esta clase de sistemas.

El tiempo de relajación de un sistema hacia el equilibrio de Boltzmann-Gibbs

crece con el número de partículas, sin embargo existen estados previos a éste que

también divergen con el número de partículas, estos estados son llamados meta-

estables o cuasiestacionarios. Estos han sido observados en simulaciones numéricas

y confirmados teóricamente (en pocos casos solucionables). De ellos se sabe que
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están relacionados con la prescencia de capacidades caloríficas negativas, un even-

to típico de las zonas donde ocurre una transición de fase. Además se descubrió

que estos estados se describen mediante funciones de distribución de equilibrio que

generalmente no obedecen a las estadísticas de Boltzmann-Gibbs [48, 57], y en el

límite termodinámico, estos estados se vuelven únicamente accesibles experimen-

talmente [39].

A pesar de la abundancia de resultados teóricos y numéricos, la descripción

termodinámica estadística en los sistemas con interacciones de largo alcance, aún

plantea muchos problemas. Primero porque la gran cantidad de correlaciones y

acoplamientos se traducen en no linealidades que crean serias dificultades tanto

analíticas como numéricas. Además, las suposiciones comunes en la base misma

de la mecánica estadística como el estado de equilibrio térmico con un baño se

basan en la localidad de corto alcance de la interacción (lo que permite separar

el sistema en partes independientes), pues la propiedad de aditividad es utilizada

para establecer las condiciones para el equilibrio [32, 33].

Para los sistemas de largo alcance, la conexión de la mecánica estadística con

la thermodinámica no está del todo clara. La teoría de Tsallis [37], y la superesta-

dística de Beck-Cohen [38], son algunos ejemplos de esfuerzos por intentar explicar

lo que sucede cuando los sistemas conllevan este tipo de interacciones.

Como se mencionó anteriormente, una correcta descripción de los sistemas

con interacciones de largo alcance fuera del equilibrio, puede ser llevada a cabo

mediante dinámica molecular o bien la ecuación cinética. Prestaremos atención

ahora en la obtención de la ecuación cinética de Vlasov, a partir de la jerarquía

BBGKY.

La descripción de N partículas en el espacio de fase requiere hallar una función

de distribución de probabilidad F que tenga en cuenta todas las partículas del

sistema, esto es F = FN(~r1, ~p1, ~r2, ~p2, ..., ~rN , ~pN ; t), donde FN es la probabilidad

de que en un tiempo t, la partícula 1 se encuentre en el volumen infinitesimal

19



d3~r1d
3~p1, la partícula 2 en d3~r2d

3~p2, y así sucesivamente hasta N . Sin embargo

en la práctica esto no es posible, y se suelen utilizar funciones de distribución

reducidas de la jerarquía BBGKY [34]. Consideremos un Hamiltoniano dado por,

H =
N∑

i=1

p2
i

2m
+

N∑

i=1

V (~ri) +
N∑

i<j

φij, (1.9)

donde V (~ri) es la energía potencial de la partícula i debida a una fuerza externa
~F = −∇V , y φij = φ(~ri, ~rj) = φ(|~ri − ~rj|) es el potencial entre partículas.

Para obtener la ecuación de Vlasov, existen varios mecanismos, aquí utilizare-

mos la jerarquía BBGKY [34].

Partiremos de la ecuación de Liouville [34],

∂F

∂t
= −{H,F}, (1.10)

donde {} es el paréntesis de Poisson y F es la función de distribución. Asumiendo

que las partículas son indistinguibles (esto es, que la función de distribución es

simétrica, es decir no cambia al intercambiar ~ri, ~pi por ~rj, ~pj), se pueden obtener

las ecuaciones de la jerarquía BBGKY, que vienen dadas por,

∂F (n)

∂t
= −

{
H,F (n)

}
−

n∑

i=1

∫ {
φi,n+1, F

(n+1)
}
d3~rn+1d

3~pn+1 · · · d3~rNd
3~pN ,

(1.11)

donde, F (n) es la función de distribución reducida,

F (n)(Γ; t) =

∫
F (Γ, t)d3~rn+1, ~pn+1, ..., ~rN , ~pN . (1.12)

Aquí hemos utilizado la notación Γ = ~r1, ~p1, ~r2, ~p2, ..., ~rN , ~pN . Entonces la prime-

ra de las ecuaciones BBGKY, queda en términos de la función de distribución

reducida de dos partículas,

∂F (1)

∂t
+
~p1

m

∂F (1)

∂~r1

+
~F

m
· ∂F

(1)

∂~p1

=

∫
∂φ12

∂~r1

(
∂F (2)

∂~p1

− ∂F (2)

∂~p2

)
d3~r2d

3~p2, (1.13)
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donde se ha usado el hecho que ∂φ12

∂~r1
= −∂φ12

∂~r2
.

Esta primera ecuación de la Jerarquía BGGKY es la ecuación de Boltzmann,

donde el lado derecho corresponde al término colisional.

En general, la función de distribución reducida de dos parículas lleva asociada

una función de correlación en el espacio de fases, pero para la aproximación de

campo medio asumimos que existe independencia estadística, de modo que F 2

puede escribirse como el producto de las funciones de distribución de la partículas

individuales,

F (2)(~r1, ~p1, ~r2, ~p2, t) = f(~r1, ~p1, t)f(~r2, ~p2, t) ≡ f1f2. (1.14)

En la aproximación del campo medio no hay fuerzas externas, esto es ~F = 0,

entonces la ec. 1.13 resulta,

∂F (1)

∂t
+
~p1

m
· ∂F

(1)

∂~r1

=

∫
∂φ12

∂~r1

(
∂f1f2

∂~p1

− ∂f1f2

∂~p2

)
d3~r2d

3~p2

=

∫
∂φ12

∂~r1

(
f2
∂f1

∂~p1

− f1
∂f2

∂~p2

)
d3~r2d

3~p2, (1.15)

donde el segundo término del lado derecho desaparece al integrar en ~p2, ya que la

función de distribución se anula al evaluar en los extremos, entonces

∂F (1)

∂t
+
~p1

m
· ∂F

(1)

∂~r1

=
f(~r1, ~p1, t)

∂~p1

· ∂
∂~r1

∫
φ(~r1, ~r2)f(~r2, ~p2, t)d

3~r2d
3~p2, (1.16)

Recordando la definición de promedio en [33] tenemos

〈A〉 =

∫
f(~r, ~p, t)Ad3~rd3~p∫
f(~r, ~p, t)d3~rd3~p

=

∫
f(~r, ~p, t)Ad3~rd3~p

N
, (1.17)

luego
∫
φ(~r1, ~r2)f(~r2, ~p2, t)d

3~r2d
3~p2 = N〈φ(~r1, t)〉, (1.18)

por lo tanto la ecuación resultante es,

∂F (1)

∂t
+
~p1

m
· ∂F

(1)

∂~r1

−N f(~r1, ~p1, t)

∂~p1

· ∂〈φ(~r1)〉
∂~r1

= 0,

(1.19)
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pero F (1) = f(~r1, ~p1, t) ≡ f(~r, ~p, t), por lo que podemos escribir,

∂f

∂t
+
~p

m
· ∂f
∂~r
−N ∂〈φ〉

∂~r
· ∂f
∂~p

= 0.

(1.20)

Utilizamos ahora la prescripción de Kac haciendo que φ → 1
N
φ, de esta manera

cuando N →∞, se elimina la dependencia de N

∂f

∂t
+
~p

m
· ∂f
∂~r
− ∂〈φ〉

∂~r
· ∂f
∂~p

= 0. (1.21)

Ésta es la famosa ecuación de Vlasov, conocida también como la ecuación de

Boltzmann sin colisiones, pero en vez de una fuerza externa en el tercer término,

se tiene una fuerza de campo medio ~Fmf = −∂〈φ〉/∂~r, que viene de la interacción

entre las partículas. Aunque ese término parezca colisional, en realidad la ecua-

ción de Vlasov simplemente establece que, en ausencia de colisiones, la función de

distribución f se conserva mediante la evolución temporal en el espacio de fase,

lo que significa df/dt = 0. De hecho, en los sistemas con interacciones de largo

alcance no existen verdaderas colisiones, sino más bien efectos granulares.

Vamos a aplicar ahora la ecuación de Vlasov en un modelo unidimensional con

interacciones de largo alcance de campo medio, cuyo hamiltoniano viene dado por,

H =
N∑

i=1

p2
i

2
+
∑

i<j

U(θi − θj), (1.22)

entonces la ecuación de Vlasov se reduce a

∂f

∂t
+ p

∂f

∂θ
− ∂〈U〉

∂θ

∂f

∂p
= 0, (1.23)

donde la energía potencial promedio viene dada por,

〈U(θ, t)〉 =

∫
dθ′dp′U(θ − θ′)f(θ′, p′, t). (1.24)

aquí U(θ − θ′) ya ha sido reescalada por la prescipción de Kac, por lo que la

expresión corresponde justamente al promedio.
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Como se planteó anteriormente, la dinámica molecular y la ecuación de Vlasov,

son las indicadas para describir lo que sucede fuera del equilibrio, y en efecto se

sabe que para una amplia gama de potenciales de campo medio (de largo alcance),

el teorema de Braun-Hepp [59], demuestra rigurosamente que en el límite continuo

N →∞ las soluciones de las ecuaciones de movimiento convergen a las soluciones

de la ecuación de Vlasov.

Ahora veremos la aplicación de estas dos técnicas al modelo HMF.

El modelo HMF introducido por [22, 23], es un modelo de campo medio con

interacciones de largo alcance que presenta una transición de fase de segundo orden

del tipo para-ferromagnético. Diversos estudios han sido llevados a cabo con este

modelo, análisis difusivo [40], caoticidad de las condiciones iniciales (análisis de

los exponentes de Lyapunov) [42–45, 56], verificación del primer principio de la

termodinámica [41], verificación de la propiedad de ergodicidad y del teorema del

límite central [73–75, 77, 78], etc. En lo que sigue se mostrarán algunos de estos

estudios que serán replicados para el modelo d-HMF.

El modelo HMF (Hamiltonian Mean Field Model) introducido por Antoni y

Ruffo [23] en 1995, es un modelo preliminar de espines interactuantes y cuyo valor

de espín es infinito, es decir pueden estar orientados en cualquier dirección del

plano. Su Hamiltoniano viene dado por la expresión

H=
N∑

i=1

p2
i

2
+

λ

2N

N∑

i,j=1

(1− cos(θi−θj)). (1.25)

Este modelo se ha resuelto analíticamente [23], simulado por dinámica molecular y

resuelto numéricamente mediante la ecuación de Vlasov por varios autores (entre

ellos [48, 56, 63]), encontrando estados cuasi-estacionarios (QSS) cuando la energía

interna por partícula tiene un valor de ε = 0,69.

Por años los científicos han utilizado condiciones iniciales gaussianas, que llevan

al sistema rápidamente al equilibrio. Sin embargo estas condiciones no permiten

observar los QSS. Para hallar este estado se han utilizado unas condiciones iniciales
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Figura 1.4: En la izquierda las condiciones iniciales water-bag inhomogéneas. En

el panel derecho las homogéneas.

llamadas Water-Bag (WBIC), que consisten en distribuciones constantes del espa-

cio de fases, donde los momentos y orientaciones están distribuidas de la forma,

f(θ, p, 0) =





1
4θ0p0

, |θ| ≤ θ0 y |p| ≤ p0

0 , en otro caso.
(1.26)

En la Fig. 1.4 a) se muestra un ejemplo para p0 = π y θ0 = 2π/1000 ∼ 0 caso

inhomogéneo. En el panel b) de la Fig. 1.4 se muestra un caso homgéneo con p0 = π

y θ0 = π.

Con estas condiciones iniciales se encontró el QSS descrito en [48] como se

muestra en la Fig. 1.5 para N = 500. Se puede apreciar que el perfil de distribución

se aleja de uno Gaussiano en el QSS. En el panel c) podemos observar una zona

con capacidades caloríficas negativas, tomada con la temperatura registrada por el

QSS. Las líneas continuas corresponden a la solución analítica del modelo HMF,

encontrada por Antoni [23], dada por,

ε =
1

2β
+ 1−m2 (1.27)
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Fig. 2a–d. Microcanonical numerical simulations for N = 500 and energy density U = 0.69. In the main part of the figure we plot
twice the average kinetic energy per particle (which gives the temperature) as a function of time (filled triangles). We can easily
distinguish a long metastable plateau (QSS regime) preceding the relaxation towards the Boltzmann–Gibbs equilibrium temperature
(BG regime). In the BG regime, one finds, as expected, very good agreement with the equilibrium thermodynamic value for the
temperature (panel d). In this regime the velocity pdfs reported in panel b are Gaussian. At variance, in the QSS region, we observe
strong deviations from the expected equilibrium temperature. Here the specific heat becomes negative (panel c) and the velocity
pdfs, reported in panel a, are very different from the Gaussian equilibrium curves, reported as full lines for comparison (see text for
further details).

confirmed by an analysis of the order parameter2

M =
I1(ȳ)

I0(ȳ)
. (16)

The magnetization M vanishes continuously at βc (see Fig. 1b). Thus, since M measures the degree of clustering
of the particles, we have a transition from a clustered phase when β > βc to a homogeneous phase when β < βc.
The exponent that characterizes the behavior of the magnetization close to the critical point is 1

2 , as expected for
a mean field model [6]. One can also obtain the energy per particle vs temperature and magnetization

U =
∂(βf)

∂β
=

1

2β
+

1

2

(
1−M2

)
, (17)

the so called caloric curve, which is reported in Fig. 1a.
In Fig. 1 we report temperature and magnetization vs the energy density. The full curves are the exact results
obtained in the canonical ensemble, the Boltzmann–Gibbs (BG) equilibrium. The numerical simulations (sym-
bols) were performed at fixed total energy (microcanonical molecular dynamics) by starting the system close to
the equilibrium, i.e. with an initial Gaussian distribution of angles and velocities, and reproduce the theoretical
curves. This is already true for small system sizes such as N = 100, apart from some finite size effects in the
homogeneous phase [2]. As we shall see in the next section the scenario is very different when the system is
started with strong out-of-equilibrium initial conditions: in such a case the dynamics does have difficulties in
reaching the BG equilibrium and shows a series of anomalies.

2 This is obtained by adding to the Hamiltonian an external field and taking the derivative of the free energy with respect to this
field, evaluated at zero field.

Figura 1.5: Simulaciones numéricas en el ensemble microcanónico para N = 500

y energía interna por partícula U = 0,69. En la parte superior el perfil de dis-

tribución de los momentos p, en a) para el QSS y en b) para el equilibrio MBG.

En el centro se muestra la evolución de la energía cinética promedio por partícula

(Temperatura), habiendo dos regímenes donde ésta permenece constante por un

tiempo prolongado. En c) se muestra la curva calórica con los puntos amarillos

tomados con la temperatura del QSS, mientras que en d) con la temperatura del

equilibrio MBG.
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donde m es la magnetización y viene expresada por,

m =
I1(y)

I0(y)
(1.28)

donde y = 2βλx0 y x0 es la solución del problema extremal x = I1(2βλx)/I0(2βλx).

I0 e I1 son las funciones modificadas de Bessel de primera especie de orden cero

y uno, respectivamente, obtenidas al utilizar las transformaciones de Hubbard-

Stratonovich [79, 80]. Un desarrollo similar y más detallado se verá en la sección

siguiente para el modelo d-HMF.

Nos interesa ahora describir los estados cuasi-estacionarios del modelo HMF

mediante la dinámica de Vlasov. A partir de la ecc. 1.25, se obtienen las ecuaciones

de movimiento,

θ̇i = pi (1.29)

ṗi = −Mx sin θi +My cos θi, (1.30)

donde, (Mx,My) = 1
N

(
∑

i cos θi,
∑

i sin θi). Para describir el sistema con la diná-

mica de Vlasov, es necesario hacer el paso al continuo por medio de la función de

distribución,

ṗ = −Mx sin θ +My cos θ (1.31)

Mx =

∫ ∞

−∞

∫ π

−π
cos θf(θ, p, t)dθdp (1.32)

My =

∫ ∞

−∞

∫ π

−π
sin θf(θ, p, t)dθdp, (1.33)

donde, θ y p, son las coordenadas Eulerianas [35]. Por otro lado la energía potencial

de una partícula en el continuo viene dada por la ec. (1.24), entonces para el modelo

tenemos lo siguiente,

〈U(θ, t)〉 =

∫
f(θ′, p′, t)(1− cos(θ′ − θ))dθ′dp′

= 1−Mx cos θ −My sin θ, (1.34)
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Figure 4.2: Comparison of the magne-
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namics simulations for the HMF model.
Run G512 is described in section 4.4.3,
the energy is U = 0.51.
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Figure 4.3: Zoom on Fig. 4.2, same leg-
end. The simulation with N = 106

stays close to the Vlasov simulation
for a longer time than the one with
N = 103.

Let us remark that the use of the energy per particle U = H/N and of the
average magnetization M = 1

N

∑
i (cos θi, sin θi) allow to cast the results for

various values of N in a simple manner.

4.4.3 Properties of the numerical solution

We run simulations starting with a Gaussian profile, slightly perturbed :

f(θ, p) =

√
β

2π
e−βp2/2 (1 + ǫ sin θ) (4.13)

at an energy of U = 0.51, ǫ = 10−4. β is computed from U , for an homogeneous
state : β = 1

2
1

U−1/2 . At U = 0.51, the Gaussian profile is unstable; M grows,

then oscillates around a mean value to which it eventually relaxes.
The following parameters are used : ∆t = 0.1, size of the box in the p-

direction [−4.5 : 4.5]. The grid size is varied from Nθ = Np = 64 (G64) to
Nθ = Np = 512 (G512); we call these runs G64, G128, G256 and G512.

We detail in Table 4.1 the conservation properties of the algorithm. The
conservation of U could be improved by decreasing ∆t, implying more compu-
tational time. This is the sole constraint on ∆t as the semi-Lagrangian method
has no Courant condition.

M displays a similar behaviour for all values of the resolution until t ≈ 60,
except for the lowest resolution run G64; M has been checked to correspond to
N -body dynamics with N = 106 for short times (data shown in section 4.4.2).
M grows up to a saturation value, identical for all runs, then oscillations take
place and eventually damp to a stable value.

The damping of the oscillations is strongest in G64, they disappear at t ≈ 70.
This damping is present in the other runs as well, a phenomenon that diminishes
when the grid size is increased. This fact is to be put in correlation with the

53

Figura 1.6: Magnetización versus tiempo. Las líneas continuas negra y azul corres-

ponde a simulasiones por dinámica molecular. Los puntos de color rojo son de la

dinámica de Vlasov [65].

130 A. Campa et al. / Physics Reports 480 (2009) 57–159

Fig. 38. Velocity distribution functions in the quasi-stationary state for theHMFmodelwith e = 0.69 anddifferent values ofM0 . Symbols refer to numerical
simulations, while dashed solid lines stand for the theoretical profile (368). Panels (a), (b) and (c) present the three casesM0 = 0.3,M0 = 0.5 andM0 = 0.7
in lin-log scale, while panel (d) shows the caseM0 = 0.3 in lin–lin scale. The numerical curves are computed from one single realization with N = 107 at
time t = 100.
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Fig. 39. Simulation of the Vlasov equation (355) that starts from awater-bag initial condition with e = 0.69 andM0 = 0.5. The final snapshot (lower right
panel) is the quasi-stationary state.

More recently, other authors have obtained similar encouraging results for Lynden-Bell’s theory in amodel of non-neutral
plasma [253] and for radially symmetric solutions of a self-gravitating system [254]. They also find that, when dynamical
effects lead to collective oscillations of the mean-field, Lynden-Bell’s theory shows a disagreement with numerical data and
propose a modification of the theory. Work along this line is in progress.
The theoretical approach proposed by Lynden-Bell [23] allows to predict the presence of a phase transition line in the

(M0, e) and in the (f0, e) control parameter planes [251,264]. At equilibrium the phase transition does not depend on the
choice ofM0 and is located at e = 3/4. On the contrary, in the out-of-equilibrium QSS the phase transition line is located at

Figura 1.7: Instantáneas (snapshots) del espacio de fases desde la condición inicial

water-bag ε = 0,69 y m0 = 0,5. El último cuadro corresponde al estado cuasi-

estacionario.
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entonces

−∂〈U(θ, t)〉
∂θ

= Mx sin θ −My cos θ (1.35)

Luego como ~̇p = ~Fmf = −∇〈U〉, la ecuación de Vlasov queda,

∂f

∂t
+ p

∂f

∂θ
+ (−Mx sin θ +My cos θ)

∂f

∂p
= 0 (1.36)

Además podemos calcular la energía por partícula [23],

ei =
p2
i

2
+

1

N

N∑

j=1

(1− cos(θi − θj)) , (1.37)

donde el factor 2 en el denominador se elimina porque es la interacción de una

partícula con el resto. Luego pasando al continuo tenemos

ε(θ, t) =
p2

2
+ 1−Mx cos θ −My sin θ, (1.38)

y la energía total específica o densidad de energía en el tiempo t es

e(t) =
1

2

∫
f(θ, p, t)p2dθdp+

1

2

∫
f(θ, p, t)(1−Mx cos θ −My sin θ)dθdp

=
1

2

∫
f(θ, p, t)p2dθdp+

1

2

(
1−M2

x −M2
y

)
, (1.39)

Como podemos apreciar, la suma de las energías por partícula de la ecc. 1.38 no es

igual a la energía total del sistema de la ecc. 1.39. Esto es un claro reflejo de que el

sistema no es aditivo al tener interacciones de largo alcance. Además de describir

la energía, podemos describir el momentum,

P (t) =

∫
f(θ, p, t)pdθdp. (1.40)

En la Fig. 1.6 se puede apreciar como a medida que N crece, la dinámica

molecular se aproxima al resultado obtenido por la dinámica de Vlasov.

En la Fig. 1.7 se muestran cuatro snapshoots del espacio de fases para distintos

tiempos. El primero es en t = 0 (condición incial water-bag homogéneo), y el

último es el estado cuasi-estacionario.
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En lo que sigue veremos que mediante un ensemble estadístico distinto a los

usuales, es posible describir aproximadamente los estados cuasi-estacionarios de

manera teórica.

Diversos esfuerzos han sido llevados a cabo para desarrollar una teoría que

explique la aparición de los estados cuasi-estacionarios encontrados por dinámica

molecular y la dinámica de Vlasov en el ensemble microcanónico [23, 46, 60].

LyndenBell en 1967, desarrolló un nuevo ensemble estadístico para explicar los

estados estacionarios de sistemas gravitacionales, con el que predijo la existencia

de los estados cuasi-estacionarios y además observó que cuando la distribución

inicial no es una solución estacionaria de la dinámica de Vlasov, el sistema sufre

fuertes oscilaciones hasta que alcanza el QSS (proceso conocido como relajación

violenta.

En esta estadística se separa el espacio de fases en macroceldas compuestas de

ν microceldas. Designamos por f̄ a la distribución de una macrocelda de grano

grueso (coarse grained) y por f a la distribución microscópica de una microcelda

(grano fino). Consideremos una distribución inicial uniforme f0 y sea N el núme-

ro de microceldas ocupadas por la distribución inicial. Este número permanece

constante durante la dinámica, debido a la incompresibilidad del fluido de Vlasov.

Sin embargo, la densidad en cada macrocelda no se conserva necesariamente. Un

elemento de fase (cuadro pequeño de color verde) que inicialmente ocupa un lugar

en una microcelda dentro de una cierta macrocelda, puede pasar a una microcelda

perteneciente a otra macrocelda, como se muestra en la Fig. 1.8. En ella se da el

ejemplo de N = 64, es decir, 64 microceldas ocupadas por la distribuciíon inicial

tipo water-bag. Tras la relajación violenta se distribuyen ocupando también otras

macroceldas. Bajo la dinámica sin colisiones, la función de distribución evoluciona

como la densidad de un fluido incompresible. Esto significa que a medida que la

distribución evoluciona, su densidad local permanece constante a lo largo del flui-

do (su derivada convectiva es cero) [69]. A medida que la función de distribución
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p

q

microcelda

Figure 2.4: Division of phase space in macrocells which are, in turn, divided into microcells. The left
panel shows a representation of a uniform initial of density η which �lls some macrocells.
Each macrocell has an initial density η or 0. The right panel shows the phase space after a transient
time, with phase elements occupying microcells out of the originally occupied macrocells. The total
number of microcells occupied by phase elements of density η is preserved, but the macrocell density
varies, taking on values between 0 and η. The energy, norm and momentum of the distribution are
conserved by Lagrange multipliers.

Maximizing under the constraints of energy and norm conservation,

1 =

∫
drdp f̄(r,p), (2.42a)

E =

∫
drdp

(
p2

2m
+

(r)

2

)
f̄(r,p), (2.42b)

we obtain the most probable distribution,

fLB(r,p) = η
1

1 + exp [βε(r,p)− µ]
, (2.43)

where ε(r,p) = p2/2m + (r) is the one-particle energy. The form of the expression in

equation (2.43) is similar to a Fermi-Dirac distribution. This results from the conservation

of the density of f�since the density is preserved, a microcell cannot be �lled by more than

one phase element, a characteristic analogous to the Pauli exclusion principle for fermions.

However, the analogous form is only valid for one-level initial distributions. Considering

an initial distribution with L di�erent levels of density ηi, such as the one we used in the

work presented in section 4.2, Lynden-Bell showed that the corresponding coarse-grained

distribution will be

fLB(r,p) =

∑L
i=1 ηie

−βi[ε(r,p)−µi]

1 +
∑L

i=1 e
−βi[ε(r,p)−µi]

(2.44)

LB statistics has had mixed results in describing the QSS of LRI systems. Early compar-

isons of numerical simulations of astrophysical systems showed, for some initial conditions,

a good agreement for low-energy particles and signi�cant deviations in the high-energy tails,

or halos, of the distributions [64�66]. More recent numerical simulations have also had di-

macrocelda

Elemento de fase 
de densidad f0

Figura 1.8: En el panel izquierdo un water-bag. A la derecha una posible distribu-

ción de los elementos de fase tras la relajación violenta [76].

evoluciona, se somete a un proceso de filamentación a escalas de longitud cada vez

más pequeñas, hasta que finalmente la evolución ocurre en una escala de longitud

tan pequeña que es imperceptible para la observación. En esta situación, se alcanza

un estado estacionario macroscópico o de grano grueso, descrito por f̄ , mientras

que la función de distribución microscṕica f continúa evolucionando.

La Fig. 1.9 muestra un ejemplo del proceso de filamentación de una distribución

de partículas en el espacio de fase de un sistema con interacciones de largo alcance.

Solo la entropía de grano grueso puede aumentar; la entropía de grano fino

debe conservarse. El procedimiento para obtener la entropía de grano grueso es

similar al proceso de contar microestados que conduce a la entropía de Boltzmann

de un gas reticular.

El número total de microestados compatibles con el macroestado donde las ni

microceldas están ocupadas en la macrocelda i viene dado por

WLB =
N !∏
i ni!

∏

i

ν!

(ν − ni)!
. (1.41)

A partir de la entropía de Boltzmann S = lnW , y utilizando la aproximación de

Stirling, se obtiene la entropía de la distribución de grano grueso SLB [68, 69], que

30



20 COLLISIONLESS DYNAMICS AND RELAXATION

Figure 2.3: Evolution of a distribution of particles in phase space for an LRI system, speci�cally,
the HMF model which will be presented in chapter 4. The �lamentation process of the distribution
is clearly shown.

where nν is the number of occupied microcells in the macrocell centered around (r,p), we

see that nν may vary and therefore the coarse-grained distribution f̄ can also change.

The LB entropy is given by sLB = kB lnW where W is the number of ways to distribute

the N phase elements. At this point, Lynden-Bell assumes that the �ow of f(r,p) is ergodic

and mixing in the energy surface of the d-dimensional phase space. This means that the

probability of �nding f(r,p) in an element drdp of the constant energy surface is proportional

to the ratio of the area of the element and the area of the surface [63]. It follows that all

microcells have an equal probability of being occupied, subject to the appropriate constraints

of energy, norm and momentum. Due to the incompressibility of Vlasov dynamics, no more

than one phase element may occupy a microcell at the same time. The counting of number

of ways to distribute the phase elements is done in the same way as the Boltzmann counting,

except in this case phase elements are being distributed instead of particles. The resulting

entropy is [27]

sLB = −
∫

drdp {ρ(r,p) ln [ρ(r,p)] + [1− ρ(r,p)] ln [1− ρ(r,p)]} . (2.41)

Figura 1.9: Proceso de filamentación del modelo HMF [76].

viene dada por la expresión

SLB = −
∫

(f ∗ ln f ∗ + (1− f ∗) ln(1− f ∗))) d3~rd3~p, (1.42)

donde f ∗ = f̄/f0, f̄ es la función de distribución de grano grueso y f0 una distri-

bución inicial inestable, como por ejemplo el water-bag.

La ec. (1.42) determina una expresión para la distribución de grano grueso f̄ .

Esto se logra resolviendo el problema variacional,

δSLB − βδE − αδM = 0, (1.43)

donde β = 1/kT y α = µ/kT es la fugacidad. Luego obetenemos,

fLB ≡ f =
f0

1 + λeβ( v
2

2
+φ)

. (1.44)

La ec. (1.44) ha logrado describir aproximadamente los perfiles de distribución

que han sido obtenidos mediante la dinámica molecular y la ecuación de Vlasov.

En la Fig. 1.10 los símbolos representan los datos obtenidos de las simulaciones

numéricas y de color rojo punteado el perfil de distribución de grano grueso de la

ec. (1.44). En la sección siguiente, se presentan el modelo d-HMF, el cual es similar

al modelo HMF, pero que tiene su origen en la interacción dipolar eléctrica.
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Fig. 38. Velocity distribution functions in the quasi-stationary state for theHMFmodelwith e = 0.69 anddifferent values ofM0 . Symbols refer to numerical
simulations, while dashed solid lines stand for the theoretical profile (368). Panels (a), (b) and (c) present the three casesM0 = 0.3,M0 = 0.5 andM0 = 0.7
in lin-log scale, while panel (d) shows the caseM0 = 0.3 in lin–lin scale. The numerical curves are computed from one single realization with N = 107 at
time t = 100.
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Fig. 39. Simulation of the Vlasov equation (355) that starts from awater-bag initial condition with e = 0.69 andM0 = 0.5. The final snapshot (lower right
panel) is the quasi-stationary state.

More recently, other authors have obtained similar encouraging results for Lynden-Bell’s theory in amodel of non-neutral
plasma [253] and for radially symmetric solutions of a self-gravitating system [254]. They also find that, when dynamical
effects lead to collective oscillations of the mean-field, Lynden-Bell’s theory shows a disagreement with numerical data and
propose a modification of the theory. Work along this line is in progress.
The theoretical approach proposed by Lynden-Bell [23] allows to predict the presence of a phase transition line in the

(M0, e) and in the (f0, e) control parameter planes [251,264]. At equilibrium the phase transition does not depend on the
choice ofM0 and is located at e = 3/4. On the contrary, in the out-of-equilibrium QSS the phase transition line is located at

Figura 1.10: Función de distribución de velocidades en el estado QSS para el modelo

HMF con ε = 0,69 y diferentes valores de M0. Los puntos cuadrados se refieren a

simulaciones numéricas mientras que la línea punteada es el perfil de velocidades

de la ecc. 1.44. El panel (a), (b) y (c) presentan los casos, M0 = 0,3, M0 = 0,5 y

M0 = 0,7 en escala logarítmica, mientras que el panel (d) muestra el caso M = 0,3

en escala lineal. La curva fue calculada de una muestra de N = 107 en t = 100

[36].
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Capítulo 2

Modelo d-HMF

En este apartado se presenta el modelo d-HMF, el cual es una variación del

modelo de Ising, pero con interacciones de largo alcance. En este modelo los espines

son dipolos eléctricos que pueden orientarse en cualquier dirección. Para hacer una

primera aproximación se consideran dipolos orientados en un plano pero ubicados

en una recta, es decir un modelo unidimensional con condiciones de borde perdió-

dicas. Estas condiciones de borde pueden insertarse cerrando la recta en un anillo,

de manera similar al modelo HMF. Al considerar el potencial dipolar eléctrico este

modelo es más cercano a la realidad ya que además como veremos no es isotrópico.

La energía potencial de la interacción entre dos dipolos i y j con momentos

dipolares µi y µj respectivamente, viene dada por,

U = − 1

4πε0

3(~µi · r̂)(~µj · r̂)− ~µi · ~µj
|~ri − ~rj|3

, (2.1)

donde r̂ es un vector unitario de dirección arbitraria y ~ri (~rj) corresponden a las

posiciones de las partículas i (j). Definimos el momento dipolar eléctrico del dipolo

i como ~µi = q~a donde q es el módulo de la carga del dipolo y el módulo de ~a es la

separación de las cargas que forman el dipolo (el vector ~a describe su orientación).

Luego, ~µi · r̂ = µ cos θi and ~µi · ~µj = µ2 cos(θi − θj).
Además remarcamos que µ = |~µi|, los vectores ~ri y ~µi son paralelos entre ellos
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para todo i. La Fig.2.1 muestra la representación de dos dipolos en un anillo. El

sistema está formado por N dipolos que pueden estar distribuidos en este anillo

para tener una perspectiva del sistema. Por otro lado, la distancia entre dos dipolos

R 

θ1 

θ2 

 𝑡 ≠ 0 

     θi ≠ 0 

R 
θ1 
θ2 

 𝑡 = 0 

     θi ≈ 0 

c) d) 

𝜇⃗1 

𝜇⃗2 

𝜇⃗1 

𝜇⃗2 

𝑟 𝑟 

Figura 2.1: La figura muestra las condiciones iniciales y una posible evolución para

una pareja de dipolos en un anillo. (a) Orientaciones iniciales para t = 0 para la

configuración de dos dipolos. (b) Posible configuración para t 6= 0.

en un anillo de radio R, puede ser escrita como,

r = |~ri − ~rj|

= |R cos θiêx +R sin θiêy −R cos θj êx −R sin θj êy|

=
√

2R(1− cos θi cos θj − sin θi sin θj + δ)1/2, (2.2)

donde δ es un parámetro de suavizamiento introducido comunmente [24] para

evitar la divergencia del potencial a distancias cortas. Además, consideremos la

identidad

cos(θi − θj) = cos θi cos θj + sin θi sin θj, (2.3)

entonces,

r−3 ≈ (2R2)−3/2(1− cos(θi − θj) + δ)−3/2

≈ (2R2δ)−3/2

(
1− cos(θi − θj)

δ
+

1

δ

)−3/2

. (2.4)
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Por medio de una expansión binomial en 1
δ
, la interacción entre dipolos puede ser

escrita como,

U≈ −µ2

4πε0(2Rδ)3/2

(
3 cos θi cos θj−cos(θi−θj)

)(
1− 3

2

cos(θi−θj)
δ

+O(δ−2)

)
.

(2.5)

Tomando el límite para δ → ∞, la aproximación de orden cero de la energía

potencial de N dipolos es,

U ≈ λ

2N

N∑

i 6=j
(cos(θi − θj)− 3 cos θi cos θj), (2.6)

donde λ es una constante que da las unidades de energía y su signo define el

tipo de interacción, si λ > 0 el sistema es ferromagnético, y si es negativa anti-

ferromagnético. El factor 1/N garantiza la extensividad del sistema como se mostró

anteriormente para el modelo de Curie-Weiss.

Para modelar este sistema con interacciones de largo alcance consideramos el

sistema de N dipolos idénticos con m = 1. Entonces el hamiltoniando del sistema

a estudiar en aproximación de campo medio es,

H=
N∑

i=1

p2
i

2
+

λ

2N

N∑

i 6=j
[cos(θi−θj)−3 cos θi cos θj−∆i,j], (2.7)

donde pi son los momentos lineales de cada dipolo i y θi es su correspondiente

orientación, con i = 1, ..., N . ∆i,j es introducido para fijar el nivel cero de energía

potencial convenientemente a partir de las condiciones iniciales.

∆i,j = cos(θ0i−θ0j)−3 cos θ0i cos θ0j, (2.8)

donde el conjunto de ángulos {θ0k} denota las orientaciones iniciales de los dipolos.

Al ser un modelo de campo medio no hay dependencia de la distancia al igual que

el modelo de Curie-Weiss.
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2.1. Soluciones analíticas del modelo d-HMF

En este capítulo mostramos los cálculos analíticos en el ensemble canónico y

microcanónico. Vemos que ocurre equivalencia de ensembles en el equilibrio de

Boltzmann-Gibbs, y se muestra el poder de la aproximación de punto silla.

2.1.1. Cálculos en el conjunto canónico

En esta sección nos centramos en los cálculos canónicos empezando con la

función de partición del sistema, calculando la energía libre por partícula, energía

interna y la curva calórica.

La parte interactuante de la ec. (2.7), es comúnmente expresada en términos

del vector de espín −→mi = (cos θi, sin θi). Luego podemos introducir el vector de

espín total,

−→
M =

1

N

N∑

i=1

−→mi (2.9)

= (Mx,My) (2.10)

= m exp(iφ), (2.11)

donde (Mx,My) ym son las componentes y el módulo del vector
−→
M , respectivamen-

te, y φ denota la fase del parámetro de orden. Luego las ecuaciones de movimiento

son,

ṗi = −λ (2Mx sin θi +My cos θi) (2.12)

y la energía potencial puede ser escrita como,

U = −N λ

2

(
2M2

x −M2
y + ∆

)
, (2.13)

donde ∆ =
∑

i,j ∆i,j/N
2. Como se mencionó anteriormente esta definición es cru-

cial en la definición del nivel de energía. En consecuencia, cuando t = 0 la energía

potencial es cero y la energía cinética es máxima y coincide con el valor de energía
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total. En particular, el valor ∆ = −2 es adecuado para la condición inicial en que

los dipolos están todos orientados paralelamente; esto es θ0i = 0.

La función partición puede ser expresada como sigue,

Z(β,N) =

∫
dNpi

∫
dNθie−βH (2.14)

= ZK(β,N)ZU(β,N), (2.15)

donde ZK(β,N) is la parte cinética y ZU(β,N) la parte interactuante. La parte

cinética bien conocida [33] y equivale a,

ZK(β,N) =

∫
dNpi exp

(
−β

2

∑

i

p2
i

)
(2.16)

=

(
2π

β

)N/2
. (2.17)

Por otro lado la parte interactuante puede ser expresada como,

ZU(β,N) =

∫
dNθiexp

(
βN

λ

2
(2M2

x −M2
y + ∆)

)
, (2.18)

en la que se puede notar que se tienen dos integrales gaussianas,

ZU(β,N) = eβN
λ
2

∆

∫
dNθie

βNλM2
xe−βN

λ
2
M2
y . (2.19)

Estas integrales gaussianas pueden ser reescritas mediante las transformaciones de

Hubbard-Stratonovich [79, 80],
√
π

b
=

∫ ∞

−∞
dx exp

(
−b(x−Mx)

2
)

(2.20)

exp
(
bM2

x

)
=

√
b

π

∫ ∞

−∞
dx exp

(
−bx2 + 2bMxx

)
(2.21)

y

√
2πb =

∫ ∞

−∞
dy exp

(
−1

2

(
y√
b

+ i
√
bMy

)2
)

(2.22)

exp

(
−bM

2
y

2

)
=

√
1

2πb

∫ ∞

−∞
dy exp

(
−y

2

2b
− iMyy

)
(2.23)
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entonces aplicando al problema con b = βλN . En el equilibrio, se espera una

distribución simétrica de las orientaciones ρ(θ); luego para N grande tenemos que

My = ĺım
N→∞

∑
i sin θi
N

≈
∫ 2π

0

dθ sin θρ(θ) = 〈sin θ〉 = 0, (2.24)

entonces

exp
(
βλNM2

x

)
=

√
βλN

π

∫ ∞

−∞
dx exp (−βλNx2 + 2βλx

∑

i

cos θi) (2.25)

y

exp

(
−βN λ

2
M2

y

)
=

1√
2πβλN

∫ ∞

−∞
dy exp

(
− y2

2βλN

)
= 1. (2.26)

Si substituimos las eccs. (2.25) y (2.26) es (2.19), obtenemos

ZU(β,N) = e
∆
2
βλN

√
1

2π2

∫ ∞

−∞
dye−

y2

2βλN

∫ ∞

−∞
dxe−βλNx

2

∫
dNθie

2βλx
∑
i cos θi .

(2.27)

Luego escribirmos

ZU(β,N)=

√
βλN

π
e

∆
2
βλN

∫ ∞

−∞
dx e−βλNx

2

(2πI0(2βλx))N , (2.28)

donde Ik(y) es la función modificada de Bessel de k-ésimo orden. Luego la función

de partición puede ser expresada como,

Z=

√
βλN

π
e

∆
2
βλN

(
2π

β

)N
2

FN(βλ), (2.29)

donde FN(βλ) representa la integral

FN(βλ) =

∫ ∞

−∞
dx e−N(βλx2−ln(2πI0(2βλx))). (2.30)

Si tomamos ahora la función f(x) = N(βλx2 − ln(2πI0(2βλx))), podemos definir

un extremo de la función en x0 = Mx = m = I1(2βλx0)
I0(2βλx0)

que corresponde a la

magnetización. La derivada de segundo orden de la función f(x) evaluada en x0

es dada por

f
′′
(x0) = 4Nβλ

(
1 + βλ(m2 − 1)

)
). (2.31)
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Luego la función f(x) ' f(x0) + 1
2
(x − x0)2f

′′
(x0) + ... es explícitamente escrita

como

f(x) ' Nβλx2
0−N ln(2πI0(2βλx0))+

1

2
(x−x0)24Nβλ

(
1 + βλ(m2 − 1)

)
), (2.32)

la cual puede ser calculada por la siguiente aproximación,
∫ ∞

−∞
dx e−f(x) ≈

∫ ∞

−∞
dx e−f(x0)− 1

2
(x−x0)2f

′′
(x0) (2.33)

≈ e−f(x0)

√
2π

f ′′(x0)
= F(N, βλ), (2.34)

donde F(N, βλ) corresponde a la aproximación de la función FN(βλ), la cual es

obtenida de la evaluación de la integral (2.30) usando la aproximación dada por la

ec.(2.32). Luego, FN(βλ) coincide con F(N, βλ) cuando N → ∞. En la Fig. 2.2

(a), se describe FN(βλ) comparada con F(N, βλ) como una función de βλ para

ilustrar que la validez de la aproximación (ver apéndice .1). Se muestran los valores

exactos y aproximados los cuales se vuelven más cercanos a medida que N crece.

El mismo efecto es mostrado en el panel (b) de la figura 2.2 para las funciones

definidas como,

XN(βλ) =
1

N
ln (FN(βλ)) (2.35)

X(N, βλ) =
1

N
ln (F(N, βλ)) . (2.36)

Entonces, XN(βλ) y X(N, βλ) coinciden cuando N →∞.

Luego la función de partición puede ser expresada como,

Z=

(
2π

β

)N/2
e

∆
2
βλN e−Nβλx

2
0+N ln(2πI0(2βλx0)) 1√

2 (1 + βλ(m2
0 − 1))

, (2.37)

donde x0 es el extremo de la función f(x).

Ahora procederemos a obtener las magnitudes termodinámicas del sistema.

Calculando lnZ, tenemos

lnZ =
N

2
ln

(
2π

β

)
+

1

2
ln

(
βλN

π

)
+

∆βλN

2
−Nβλx2

0

+ N ln(2πI0(2βλx0))+
1

2
ln

(
π

2Nβλ (1+βλ(m2−1))

)
. (2.38)
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Figura 2.2: La figura muestra las funciones; exacta (FN(βλ)) y aproximada

F(N, βλ) por el método de punto silla (SPM), las cuales son cercanas a medida que

N crece. En (a) FN(βλ) es comparada con F(N, βλ) para varios valores de N . En

(b), dX(N, βλ)/dβ para diferentes valores de N es comparada con dXN→∞(βλ)/dβ

(Exacta), la cual coincide con el cuadrado de la magnetización como función de la

temperatura inversa m2(βλ).

El caso límite de esta cantidad por partícula es dado por

ĺım
N−→∞

lnZ

N
= −1

2
ln

(
2π

β

)
− ∆βλ

2
+ βλx2

0 − ln(2πI0(2βλx0)). (2.39)

La última expresión fue evaluada en el límite termodinámico, N → ∞ [31], pa-

ra x = x0. La energía libre por partícula ϕ = − ĺım
N−→∞

lnZ/N es comunmente

expresada como el problema extremal

ϕ(β,N)= −1

2
ln

β

2π
−∆

2
λβ − ı́nf

x≥0
[−βλx2+ln(2πI0(2βλx))]. (2.40)

Como mencionamos anteriormente la solución del problema extremal es obtenida

por

x =
I1(2βλx)

I0(2βλx)
. (2.41)

La temperatura inversa crítica es βc = 1.

Si λ < 0, la ecuación tiene una solución trivial, x = 0. En contraste, si λ > 0,

la ecuación tiene un conjunto de valores para x yβ, los cuales definen la solución
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Figura 2.3: Describimos en (a) la energía interna ε como funciíon de β. El punto

crítico está en εc = 3/2, βc = 1 para ∆ = −2 y λ = 1. Adicionalmente, describimos

en (b) el calor específico cv como una función de 1/β, con βc = 1.

del problema. Finalmente, la energía interna por partícula es obtenida como una

función de la temperatura inversa y la magnetización

ε =
∂ϕ(β,N)

∂β
=

1

2β
− λ

(
m2 +

∆

2

)
, (2.42)

done m es la solución del problema extremal y corresponde a la solución del en-

semble canónico. De ahora en adelante usaremos λ = 1. E la Fig.2.2 describimos

la magnetización de equilibrio m como una función de la energía interna ε. La

solución analítica es obtenida del ensemble canónico dada por por la ecc. (2.42).

El punto crítico está localizado en εc = 3/2. Además en la Fig. 2.3 mostramos en

(a) la energía interna ε como una función de β y en (b) el calor específico Cv como

una función de 1/β. El comportamiento de las funciones termodinámicas ε y Cv

definen dos regiones diferentes. Esto refleja que el sistema presenta una transición

de fase continua. En particular la Fig. 2.3 (b) muestra, por un lado, que el calor

específico crece con la temperatura aumenta. Y tras el punto crítico cae y se man-

tiene constante con el valor cv = 1/2, el cual corresponde a un gas ideal en una

dimensión.
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2.1.2. Cálculos en el conjunto microcanónico

En esta sección nos centraremos en el cálculo microcanónico de la entropía a

partir de la densidad de estados, y con éste la curva calórica del sistema.

En el ensemble microcacnónico, a partir del Hamiltoniano es posible encontrar

el número de microestados

Ω(E,N) =

∫ N∏

i=1

dpidθlδ(E −HN(θi, pi)), (2.43)

donde podemos introducir una identidad de Dirac en K, luego

Ω(E,N) =

∫
dK

N∏

i=1

dpidθiδ

(
K −

N∑

j=1

p2
j

2m

)
δ(E −K − U{θi}). (2.44)

Esta expresión puede ser separada en dos partes, la cinética y la configuracional,

esto es,

Ωkin(K) =

∫ N∏

i=l

dpiδ

(
K −

N∑

j=1

p2
j

2m

)
, (2.45)

Ωconf(E −K) =

∫ N∏

i=1

dθiδ(E −K − U{θi}), (2.46)

donde Ω(E,N) =
∫
dKΩkin(E,N)Ωconf(E −K). Nuevamente la parte cinética es

bien conocida [33] dada por,

Ωkin(K) =
π(2πK)N/2−1

Γ(N/2)
. (2.47)

Luego usando la propiedad ln Γ(N) =
(
N − 1

2

)
lnN−N+ 1

2
ln(2π), y despreciando

términos para N grande tenemos,

ln Ωkin(K) ' N

2

(
1 + ln(2π) + ln

2K

N

)
. (2.48)

Definiendo E = K + U , u = 2K/N , ũ = U/N , y ε = E/N , Ωkin(K) puede ser

expresado como

Ωkin(K) ' exp

(
N

2
(1 + ln(2π) + lnu)

)
. (2.49)
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Figura 2.4: Nosotros describimos g(m), como una función de m para valores de

(a) ε =0.9 y (b) ε =1.1, 1.5, 1.8, con ∆ = −2 y λ = 1. El valor ε = 1 cambia la

tendencia de la función g(m) en el intervalo 0 ≤ m < 1.

La parte configuracional viene dada por

Ωconf(E −K) ' exp (ln Ωconf). (2.50)

Luego, la entropía es s = 1
N

ln Ω, por lo tanto, Ω(E,N) puede ser expresada como

Ω(E,N) =
N

2

∫
du eN( 1

2
+ 1

2
ln(2π)+ 1

2
lnu+sconf(Nũ)), (2.51)

donde ũ es la energía potencial por partícula, luego Ωconf(E − K) = Ωconf(Nũ).

Como antes, la integral se puede transformar en un problema extremal dado por

s =
1

N
ln Ω(E,N) (2.52)

=
1

N
ln

(
N

2

∫
du exp

(
N

(
1

2
+

1

2
ln(2π) +

1

2
lnu+ sconf(Nũ)

)))
. (2.53)

Resolviendo la integral (2.53) de la misma manera que para el ensemble canónico

s =
1

N
ln

(
N

2
exp

(
N

2
+
N

2
ln(2π)

))
sup
u

(
N

2
lnu+Nsconf(Nũ(u))

)

=
1

N
ln
N

2
+

1

2
+

1

2
ln 2π + sup

u

(
1

2
lnu+ sconf(Nũ(u))

)
. (2.54)

Además, la energía potencial por partícula puede ser expresada de la ec. (2.13),

para Mx ≈ m and My ≈ 0 como,

ũ = U/N = −λ
(
m2 +

∆

2

)
. (2.55)
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De la expresión U = E −K, ũ = ε− u/2, y u = 2(ε− ũ) = 2(ε + λ(m2 + ∆/2));

luego, en el límite termodinámico, la entropía puede ser escrita como,

s =
1

2
+

1

2
ln 2π +

1

2
ln 2 + sup

m

[
1

2
ln(ε+ λ(m2 + ∆/2)) + sconf(Nũ(u))

]
. (2.56)

Ahora, calculamos la entropía configuracional sconf. Como se mostró antes, el tér-

mino My es despreciable comparado con Mx, esta información puede ser introdu-

cida en sconf, como sigue

Ωconf =

∫ N∏

l=1

dθlδ

(∑

j

cos θj −Nm
)
δ

(∑

j

sin θj

)
, (2.57)

esto es Mx ' m, y My ' 0. Luego podemos calcular expresando en la representa-

ción de Fourier

Ωconf =

(
1

2π

)2∫
dq1

∫
dq2

∫ N∏

l=1

dθl exp

(
iq1

∑

j

cosθj−Nm
)

exp

(
iq2

∑

j

sin θj

)
,

(2.58)

la cual corresponde a la función de Bessel de primera especie J0(z),

Ωconf =

(
1

2π

)2 ∫
dq1

∫
dq2 exp (N (−iq1m+ ln(2πJ0(z)))) , (2.59)

donde el módulo de z is (q2
1 + q2

2)1/2 Luego, resolviendo la última integral de la

misma forma que en el canónico, se satisfacen las siguientes ecuaciones

−im− J1(z)

J0(z)

q1

z
= 0, (2.60)

−J1(z)

J0(z)

q2

z
= 0, (2.61)

donde las soluciones son q2 = 0, y q1 = −iγ, y γ es la solución de la ecuación

I1(γ)

I0(γ)
= m. (2.62)

Denotando por Binv(m) la inversa de la ecc. (2.62), obtenemos en el límite termo-

dinámico

sconf = ĺım
N→∞

1

N
ln Ωconf = −mBinv(m) + ln I0(Binv(m)). (2.63)
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Usando u = 2(ε+ λ(m2 + ∆/2)), luego

s=
1

2
+

1

2
ln 2π+

1

2
ln 2+sup

m

[
1

2
ln(ε+ λ(m2 + ∆/2))−mBinv(m)+lnI0(Binv(m))

]
.

(2.64)

El problema extremal es dado por la solución de la ecuación

λ m

ε+ λ(m2 + ∆/2)
−Binv(m) = 0, (2.65)

donde definimos g(m) = m
ε+λ(m2+∆/2)

, la cual es mostrada en la figura 2.4 como una

solución de la ec. (2.65). La solución para ε < 1 es mostrada en el panel (a). El

panel (b) muestra la función g(m) para ε > 1, donde la magnetización es siempre

m = 0. La única solución para m 6= 0 ocurre cuando ε < 1. Luego, la Fig. 2.4

muestra la función g(m) para diferentes valores de ε.

Llamando m = m(β) a la solución del problema extremal para m, finalmente la

0 . 0 0 . 5 1 . 0 1 . 5 2 . 0- 1 . 0

- 0 . 5

0 . 0
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1 . 0
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1 - 1 / 2 l n ( 2 π)
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s
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1 / 2 ( 1 + l n ( 2 π) )
( b )

Figura 2.5: Describimos en (a) la energía libre como una función de β, en (b) la

entropía s como una función de la energía interna ε. El punto crítico está localizado

en βc = 1 y εc = 3/2 para ∆ = −2 and λ = 1.

entropía puede ser expresada por

s=
1

2
+

1

2
ln 2π+

1

2
ln 2+

1

2
ln(ε+λ(m2(ε)+∆/2))−xBinv(x)+ln I0(Binv(m)). (2.66)

La figura 2.5 muestra la entropía microcacnónica del problema, y si tomamos la
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derivada respecto a ε, recuperamos la solución canónica, esto es

β =
ds

dε
=

1

2(ε+ λ(m2 + ∆/2))
, (2.67)

que coincide con la solución canónica de la ec.(2.42). Vemos que en el equilibrio de

MBG, en el límite termodinámico hay equivalencia de ensembles entre el canónico

y microcanónico, sin embargo como veremos en la siguiente sección, al estudiar

el sistema fuera del equilibrio mediante dinámica molecular, es posible encontrar

estados QSS, que producen capacidades caloríficas negativas en la zona cercana al

punto crítico encontrado.

2.2. Dinámica molecular

Atenas y Curilef [49], mostraron a través de Dinámica Molecular, que bajo

ciertas condiciones iniciales llamadas Water-Bag inhomogéneas el modelo d-HMF,

presenta dos QSS. En ellos se muestra la evolución temporal de la enería cinéti-

ca promedio por partícula, que como sabemos en el equilibrio corresponde a la

temperatura. Estos estados aparecen solo en regiones cercanas al punto crítico evi-

denciando que en los sistemas con transiciones de fase continua también existen

estados con capacidades caloríficas negativas, como se mostró para el modelo HMF

[48]. En este caso los dos QSS encontrados fueron descritos mediante diversas téc-

nicas, entre ellas, snapshoots del espacio de fases, perfil de velocidades, leyes de

escalamiento y análisis difusivo. La simulación fue hecha con el apoyo computacio-

nal de Pluchino [48], con una rutina de coeficientes simplécticos de cuarto orden

[54, 55] (ver apéndice .1. Se utilizaron las condiciones iniciales water-bag utiliza-

das en el modelo HMF [48], los casos homogéneo e inhomogéneo mostrados en la

figura 1.4. El caso inhomogéneo es cuando todos los dipolos están orientados casi

paralelos, es decir, θ0i ≈ 0. El caso homogéneo es cuando tanto en las orientaciones

como en las velocidades hay una distribución homogénea.

46



1 0 1 1 0 2 1 0 3 1 0 4 1 0 5 1 0 6
0 , 7 5
0 , 8 0
0 , 8 5
0 , 9 0
0 , 9 5

 〈 2
K 〉

 / N

t

N  =  8 0 0 0

N  =  1 7 0 0 0 0

T e q =  0 . 9 5 1
a )

0 , 0 0 , 1 0 , 2
1

2

3

 〈 2
K 〉

 / N

t

b )

1 0 1 1 0 2 1 0 3 1 0 4 1 0 5 1 0 6 1 0 7
0 , 7 5

0 , 8 0

0 , 8 5

0 , 9 0

0 , 9 5

� 0 i  =  π
� 0 i  =  π/7

〈 2
K 〉

 / N

t

� 0 i  ≈  0

Figura 2.6: En a) se muestra la evolución temporal de la energía cinética promedio

por partícula para diferentes valores de N con las condiciones iniciales water-bag

inhomogéneas. Se aprecian dos QSS previos al equilibrio de MBG. En b) se muestra

la evolución temporal de la energía cinética promedio por partícula para diferentes

water-bag con N = 25,000. Se observa una desaparición del primer QSS al pasar

del caso inhomogéneo al caso homogéneo. En el panel pequeño de la derecha se

evidencia la relajación violenta del sistema al inicio de la simulación.

En la figura 2.7 a) se muestra la magnetización versus la energía interna del

sistema, siendo su valor crítico en εc = 3/2. En b) se muestra la curva calórica,

donde están superpuestos los datos de la simulación con el cálculo analítico mos-

trado en la sección anterior. De color azul están los datos de la simulación tomados

en el equilibrio MBG. De color rojo los datos del segundo QSS, el cual produce

capacidades caloríficas negativas en la zona cercana al punto crítico.

En la figura 2.6 a) se muestra la evolución temporal de la energía cinética

promedio por partícula para diferentes valores de N con las condiciones iniciales

water-bag θ0k ≈ 0, es decir el caso inhomogéneo (ver figura 1.4). Se observa que

a medida que nos acercamos al caso homogéneo el primer QSS se confunde con

el segundo. Esto nos dice que la naturaleza de los QSS es mucho más rica de

lo que se pensaba, pues bajo ciertas condiciones iniciales el sistema puede pasar

47



0 , 0 0 , 5 1 , 0 1 , 5 2 , 00 , 0

0 , 5

1 , 0
 E x a c t  S P M
 M o l e c u l a r  D y n a m i c s

 

 
m

ε

a )

0 , 0 0 , 5 1 , 0 1 , 5 2 , 00 , 0
0 , 4
0 , 8
1 , 2
1 , 6
2 , 0

 A n a l y t i c a l
 B G  E q u i l i b r i u m
 Q S S

〈 2
K 〉

 / N

ε

b )

Figura 2.7: En el panel izquierdo se muestra la magnetización con los datos del

equilibrio MBG de la simulación de color azul. De color Negro la curva analítica. En

el panel derecho se muestra la curva calórica. De color negro la solución analítica,

de color azul los datos del equilibrio MBG de la simulación y de color rojo los

datos del segundo QSS encontrado.

por diferentes QSS. Este es el primer modelo que presenta más de un QSS. Tal

característica ha sido evidenciada en sistemas atmosféricos [81, 82].

En [56] se discute acerca del caos que se preoduce bajo ciertas condiciones

iniciales. En ella se menciona que el modelo HMF es caótico bajo un water-bag

inomogéneo.

Para el modelo HMF, se ha reportado que bajo un water-bag inhomogéneo el

sistema es caótico, sin embargo en el modelo d-HMF, vemos que esto no ocurre,

pues al aumentar el número de partículas la vida del primer QSS se extiende como

se aprecia en el panel a).

En la figura 2.7 a) se muestra la magnetización obtenida por dinámica molecu-

lar de color azul, en contraste con la solución analítica de color negro. Los valores

de la simulación se hicieron con N = 4000. En el panel b) se muestra la energía

cinética promedio versus la energía interna por partícula del sistema. De color azul

se muestran los datos del equilibrio MBG, de color negro la solución analítica, y
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Figura 2.8: En a) una ley de escala para el primer QSS. en b) la ley difusiva con los

tres regímenes, los primeros corresponden a los dos QSS y el último es el equilibrio

MBG.

de color rojo los valores obtenidos del segundo QSS.

En la Fig. 2.8 a) se muestra la ley de escala obtenida para la duración del

primer QSS. En el panel b) la ley difusiva que caracteriza los dos regímenes cuasi-

estacionarios y el equilibrio MBG. Los primeros dos estados son superdifusivos con

valores de γ > 1, mientras que en el equilibrio MBG γ = 1 lo que nos dice que

efectivamente el sistema se ha difundido por completo.

En la figura 2.10 se muestran instantáneas del espacio de fases. En el panel a

con t = 20s, se muestra al sistema poco tiempo después de iniciar la dinámica,

como se puede apreciar rápidamente el sistema se relaja desde las condiciones

iniciales water-bag inhomogéneas a una distribución similar a una gaussiana. En b

con t = 200s, es el tiempo en el que ocurre el primer QSS, en c con t = 6× 105s,

es el tiempo en el que sistema se encuentra en el segundo QSS y finalmente en

d con t = 5 × 106s, cuando el sistema ha llegado al equilibrio MBG, donde se

ve claramente las elipses características del perfil gaussiano. La corrida fue hecha

para N = 8000 y ε = 1,38

Los resultadis realizados al modelo d-HMF, han revelado una rica fenomeno-
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Figura 2.9: En el panel a) se muestra el perfil de distribución de momentum p en

el segundo qss. Se puede apreciar que no es un perfil gaussiano. En el panel b) el

perfil de distribución del equilibrio MBG claramente gaussiano. Estos datos fueron

tomados para N = 500, con energía ε = 1,38.
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Figura 2.10: Espacio de fases del modelo d-HMF. Cada snapshot es una instántanea

del espacio de fases en los tiempos t = 20s, t = 200s, t = 6× 105s y t = 5× 106s.
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logía en cuanto a los estados QSS que éste presenta. Sin embargo la información

obtenida mediante la dinámica molecular nos lleva a hacer un segundo estudio me-

diante la ecuación cinética de Vlasov para descartar los efectos de tamaño finito que

pueden estar relacionados con la aparición del primer QSS. Como se puede ver en

la figura 2.6, a medida que N crece el primer QSS comienza a acercase al segundo,

lo que plantea la posibilidad que en el límite termodinámico éste desaparezca.

2.3. Dinámica de Vlasov

En esta sección se derivan las ecuaciones para la dinámica de Vlasov, del mo-

delo d-HMF. Posteriormente se muestran algunos resultados preliminares de las

simulaciones numéricas obtenidas para este modelo, usando el código vmf90 [63].

Cantidades de interés tales como la energía interna, cinética y potencial por par-

tícula, magnetización y entropía se pueden observar en las figuras (2.11 y 2.12).

A continuacion a partir de la ec. 2.7 es posible derivar una expresión para la la

energía potencial de una partícula, cuya expresión viene dada por

e =
λ

N

N∑

j=1

(cos(θ) cos θj − 3 cos θ cos θj + 2))

=
λ

N

N∑

j=1

(sin θ sin θj − 2 cos θ cos θj + 2)

= λ (My sin θ − 2Mx sin θ + 2)) , (2.68)

donde θ es la orientación de la partícula. En la ec. (2.7) hemos dejado el factor 1/2

fuera de nuestro de nuestro modelo ya que estamos considerando la energía que

ejercen todas las demás partículas sobre una sola.

Pasando al continuo la ec. (2.68) obtenemos

〈U(θ, t)〉 =

∫
f(θ′, p′, t)(2 + cos(θ′ − θ)− 3 cos θ′ cos θ)dθ′dp′

= 2− 2Mx cos θ +My sin θ. (2.69)
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Derivamos la ec. (2.69) para obtener las fuerzas de campo medio,

−∂〈U(θ, t)〉
∂θ

= −2Mx sin θ −My cos θ. (2.70)

Luego como ~̇p = ~Fmf = −∇〈U〉, la ecuación de Vlasov puede expresarse como

∂f

∂t
+ p

∂f

∂θ
+ (−2Mx sin θ −My cos θ)

∂f

∂p
= 0 (2.71)

y la energía total específica o densidad de energía en el tiempo t es

e(t) =
1

2

∫
f(θ, p, t)p2dθdp− 1

2

∫
f(θ, p, t)(2− 2Mx cos θ +My sin θ)dθdp

=
1

2

∫
f(θ, p, t)p2dθdp+

1

2

(
2− 2M2

x +M2
y

)
(2.72)

Nuestro modelo incluye las ecuaciones (2.69, 2.70, 2.71, 2.72) que han sido intro-

ducidas al código vmf90 reemplazado las ecuaciones (1.34, 1, 1.36, 1.38, 1.39) del

modelo HMF.

2.3.1. Resultados preliminares

En la sección 2.2 se mostró que existían dos QSS, mostrados en la figura 2.6.

Sin embargo, el primero de ellos resultó ser más inestable que el segundo. Es por

esto que esperamos determinar la naturaleza de los mismos a través de la dinámica

de Vlasov.

En la figura 2.11 se muestran los resultados de una simulación con un water-bag

homogéneo dado por θ0 = 2,374 y p0 = 2,374, con energía ε ≈ 1,8.

En la primera figura se muestran las energías; interna (continua), cinética (dis-

continua con rayas) y de interacción (punto y raya), versus tiempo. Se puede

observar que el valor de energía interna por partícula ε ≈ 1,8 genera una mag-

netización nula, como se aprecia en la segunda figura (2.11). Esto concuerda con

lo que sabemos para el modelo d-hmf de la tercera figura (2.7), para ε > 1,5, el

sistema tiene magnetización nula. En la figura (2.11) se muestra la entropía de

grano grueso versus tiempo, la cual es cóncava en el período de tiempo mostrado.

52



Figura 2.11: Energía interna (continua), cińetica (discontinua con rayas) y de in-

teracción (punto y raya), versus tiempo para el water-bag homogéneo θ0 = 2,374

y p0 = 2,374. Se observa que la energía interna total es aproximadamente 1,8. La

figura central muestra la magnetización versus tiempo, para el water-bag homogé-

neo θ0 = 2,374 y p0 = 2,374. Se observa que la magentización es cero para el valor

de energía ε ≈ 1,8. La última figura muestra la entropía de grano grueso versus

tiempo para el caso homogéneo .
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En la figura 2.11 se muestran los resultados de una simulación con un water-bag

inhomogéneo con θ0 = 0,03 y p0 = 2,5 con ε ≈ 1.

En la primera figura 2.12 se muestran las energías; interna (continua), cińetica

(discontinua con rayas) y de interacción (punto y raya), versus tiempo. Se puede

observar que el valor de energía interna por partícula ε ≈ 1,0 genera una magne-

tización no nula de aproximadamente 0,6, como se aprecia en la segunda figura

(2.12). Esto concuerda con lo que sabemos para el modelo d-hmf de la figura (2.7),

para ε < 1,5, el sistema tiene magnetización no nula. En la tercera figura (2.12) se

muestra la entropía de grano grueso versus tiempo, la cual es cóncava en el período

de tiempo mostrado.

Los resultados preliminares muestran que los cambios introducidos en el código

están correctos, puesto que nos arrojan resultados coherentes respecto a la mag-

netización para energías menores a 1,5, y una magnetización nula para ε > 1,5,

como revelan los cálculos analíticos microcanónicos, y la dinámica molecular. Sin

embargo, todavía se requiere revisar y ajustar parámetros del programa. Es por

ello que vemos en las figuras (2.11, 2.12) como el sistema se vuelve inestable al

comienzo (hasta t = 25). Esto puede deberse a que las condiciones iniciales no son

soluciones de la ecuación de Vlasov y el sistema debe termalizar para encontrar

una solución de la ecuación de Vlasov, por lo que habría que revisar si esta ines-

tabilidad se pierde al ingresar soluciones más cercanas a las soluciones conocidas

de la ecuación de Vlasov. Debido a esto es que vemos una fluctuación al comienzo

en la energía y en la entropia.

54



Figura 2.12: Energía interna (continua), cińetica (discontinua con rayas) y de in-

teracción (punto y raya), versus tiempo para el water-bag inhomogéneo θ0 = 0,03

y p0 = 2,5. Se observa que la energía interna total es aproximadamente 1,0. La

figura central muestra la magnetización versus tiempo, para el water-bag inhomo-

géneo θ0 = 0,03 y p0 = 2,5. Se observa que la magentización es cero para el valor

de energía ε ≈ 1,0. La última figura muestra la entropía de grano grueso versus

tiempo para el caso inhomogéneo .
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Capítulo 3

Soluciones estacionarias de la

ecuación de Vlasov

Ahora nos centraremos en encontrar algunas soluciones de la ecuación de Vla-

sov,

∂f

∂t
+ p

∂f

∂θ
+ ṗ

∂f

∂p
= 0. (3.1)

Notemos que el siguiente ansatz,

f(θ, p) = exp (−β(K + V )) , (3.2)

es una solución estacionaria de la ecuación de Vlasov con ∂f/∂t = 0, donde K =

p2/2 y V = V (θ), entonces,

f(θ, p) = exp (−βK)) exp (−βV )) ,

(3.3)

derivando obtenemos,

∂f

∂p
=

∂f

∂K

∂K

∂p
= f · (−βp),

∂f

∂θ
=

∂f

∂V

∂V

∂θ
= f · (βṗ) (3.4)
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luego, reemplazando en Eq.(3.1), tenemos:

p
∂f

∂θ
+ ṗ

∂f

∂p
= pf · (βṗ) + ṗf · (−βp) = 0. (3.5)

El caso más general de solución estacionaria es cuando la función de distribución

toma la forma f(θ, p) = φ(kE), donde k es una constante y E = K + V . Además

sea ψ = kE, entonces,

∂f

∂p
=

∂φ

∂ψ

∂ψ

∂p
= φ′kp,

∂f

∂θ
=

∂φ

∂ψ

∂ψ

∂θ
= −φ′kṗ, (3.6)

que cumple evidentemente con Eq.(3.1). Esta solución es solamente una de las

posibles soluciones estacionarias de la ecuación de Vlasov. Numericamente han

sido encontradas otras soluciones estacionarias o cuasi-estacionarias. Por esto es

que la función de Tsallis,

f(θ, p) = (1− (1− q)βE)
1

1−q , (3.7)

es solución de la ecuación de Vlasov. Si buscamos un criterio que nos permita

encontrar soluciones estacionarias separables del tipo f(θ, p) = F (V (θ))G(K),

vemos que,

∂f

∂p
= F

∂G

∂K

∂K

∂p
= FG′p,

∂f

∂θ
= G

∂F

∂V

∂V

∂θ
= GF ′(−ṗ), (3.8)

luego, llegamos al criterio FG′ = F ′G. Este criterio nos lleva inevitablemente a

que tanto F como G, deben er de la forma:

FG′ = F ′G,

G′

G
=
F ′

F
, (3.9)
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como el lado izquierdo es solo función de p y el derecho solo función de θ, entonces

igualamos a una constante,

FG′ = F ′G,

G′

G
= A,

dG

GdK
= A,

(3.10)

luego tenemos,

dG

G
= AdK,

G = exp(AK). (3.11)

Para θ ocurre algo similar,

F ′

F
= A,

dF

FdV
= A,

dF

F
= AdV,

F = exp (AV ) , (3.12)

esto quiere decir que cualquier criterio de separabilidad, conduce irremediable-

mente a una función de equilibrio canónica. Probemos la separabilidad de Tsallis,

esto es:

f(θ, p) =
[
(1− (1− q)βK)

1
1−q
] [

(1− (1− q)βV )
1

1−q
]

= eq(K)eq(V ), (3.13)

entonces,

∂f

∂p
=

∂eq(K)

∂K

∂K

∂p
eq(V ),

∂f

∂p
=

1

1− q (1− (1− q)βK)
1

1−q−1 (−(1− q)β)p,

∂f

∂p
= − (1− (1− q)βK)

1
1−q−1 βp (3.14)
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Figura 3.1: Distribución Water-Bag homogénea (uniforme)

mientras que,

∂f

∂θ
= eq(K)

∂eq(V )

∂V

∂V

∂θ
,

∂f

∂θ
=

1

1− q (1− (1− q)βV )
1

1−q−1 (−(1− q)β)(−ṗ),
∂f

∂θ
= (1− (1− q)βV )

1
1−q−1 βṗ (3.15)

luego,

p
∂f

∂θ
+ ·p∂f

∂p
= p (1− (1− q)βV )

1
1−q−1 βṗ− ṗ (1− (1− q)βK)

1
1−q−1 βp

= pṗβ
[
(1− (1− q)βV )

1
1−q−1 − (1− (1− q)βK)

1
1−q−1

]
(3.16)

de donde se obtiene que:

(1− (1− q)βV )
1

1−q−1 = (1− (1− q)βK)
1

1−q−1 (3.17)

lo que conduce a que K = V .

Podemos calcular las fuerzas debido distintas distribuciones a partir de la ex-

presión:
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Capítulo 4

Discusión cumplimiento de los

objetivos

El objetivo general de esta tesis no ha sido modificado, sin embargo, se han

incorporado nuevos objetivos específicos.

En la siguiente lista se ubican objetivos específicos, de los cuales los primeros

ocho corresponden a los objetivos originales. En ellos se indican el porcentaje de

avance y un breve comentario.

OE.1 Desarrollar rutinas de programación en paralelo para FORTRAN90.

(5%)

En este aspecto se ha revisado el código vmf90, encontrando que ya se encuentra

paralelizado. Sin embargo es posible mejorar el programa, de modo que puedan

calcularse varias configuraciones en paralelo para diferentes condiciones iniciales.

OE.2 Caracterizar la distribución de velocidades obtenida de dinámica mole-

cular en los dos regímenes QSS. (50%)

Hasta el momento se han estudiado los perfiles de distribución de velocidades

del segundo QSS encontrado como se aprecia en la figura (2.9). De ello se observa

que el segundo QSS presenta distribuciones no gaussianas. Queda pendiente la

descripción del primer QSS.
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OE.3 Describir la función de distribución en función del tiempo, bajo diferentes

condiciones iniciales, obtenida de la ecuación Vlasov. (10%)

Los datos obtenidos por las simulaciones contienen información sobre la fun-

ción de distribución, sin embargo, aún se está investigando la extracción de esta

información de del archivo dhmf.h5 generado por el programa.

OE.4 Obtener cantidades termodinámicas tales como entropía, calor específico,

etc, durante la dinámica del sistema, es decir, fuera del equilibrio, con la dinámica

de Vlasov, para ser comparadas con las obtenidas por dinámica molecular. (20%)

Hasta el momento se ha descrito la magnetización, las energías interna, ciné-

tica y de interacción junto con la entropía del sistema bajo diferentes condiciones

iniciales. Como aún faltan ajustar parámetros en el programa la comparación con

los resultados de dinámica molecular ha sido de carácter general como se mostró

en la sección 2.3.1.

OE.5 Estudiar los efectos de tamaño finito y el límite termodinámico mediante

la verificación de la propiedad de ergodicidad del sistema. (0%)

OE.6 Describir los estados del modelo d-HMF, es decir, los estados QSS, me-

diante la estadística de Lynden-Bell. (20%) Se la logrado describir la entroṕia de

Lynden-Bell del sistema en los estados estacionarios de la ecuación de Vlasov en-

contrados, sin embargo aún se requiere ajustar los parámetros del sistema para

lograr una correcta descripción de estos estados mediante ésta estadística.

OE.7 Aplicar el modelo d-HMF al estudio de las partćulas cargadas en un

aparato de cortina eléctrica. (0%)

OE.8 Aplicar el modelo d-HMF al estudio sistemas formados por rotores mole-

culares y su interacción con el medio ambiente en la aproximación de campo medio

de orden cero. (0%)

OE.9 Analizar la potencia de aproximación del método del punto silla. (100%)

En este aspecto se investigó la potencia del método del punto silla, que ha sido

mostrada en la sección (2.1.1).
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OE.10 Resolver el modelo d-HMF en el ensemble microcanónico. (100%)

El modelo d-HMF había sido resuelto analíticamente en el ensemble canónico,

pero se desconocía si el modelo presentaba equivalencia de ensembles entre el

conjunto canónico y el microcanónico. La completa resolución de este ensamble ha

sido mostrada en la sección (2.1.2).

OE.11 Resolver la ecuación de Schrödinger de un dipolo eléctrico bajo la acción

de un campo magnético externo uniforme. (10%)

Si bien no se ha mostrado en este avance, la resolución de este problema es

un paso previo para cumplir los objetivos (7 y 8), al incorporar el tratamiento

cuántico.

OE.12 Modelar un sistema de dipolos eléctricos bajo condiciones de borde

periódicas en una red tridimensional. (10%)

En el proyecto de investigación se mencionó una posible pasantía doctoral con

el objetivo de resolver el problema de los dipolos en tres dimensiones. Respecto a

esto se ha conseguido el contacto con el Dr. Godehard Sutmann, y se ha redactado

un proyecto de investigación, el cual se encuentra en proceso de revisión para

postular a becas externas del gobierno de Alemania.
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.1. Algoritmos Computacionales

Solución Analítica d-HMF

Para comparar los cálculos de la función de partición completa, versus la apro-

ximación del SPM de la ecuación 2.32, esto es FN(βλ) comparada con F(N, βλ),

se utilizó el método del trapecio con n = 1000 rectángulos.

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
n

(
f(a) + f(b)

2
+

n−1∑

k=1

f

((
a+ k

b− a
n

)))
(1)

Para la Fig. 2.2, solo se calculó hasta N = 100, ya que F(N, βλ) ∼ 104096 para

N > 100.

Dinámica Molecular

La dinámica molecular es una herramienta poderosa para resolver la dinámica

de sistemas en los que se conoce las ecuaciones de movimiento de cada partícula.

La desventaja es que en ella se generan muchas correlaciones, lo que se traduce

en interpretacines incorrectas de los datos obtenidos. Existen diversos mecanismos

para integrar las ecuaciones de movimiento, ejemplos de ellos son el algoritmo

Método de Euler, Runge-Kutta, Verlet, coeficientes simplécticos, etc.

Para la dinámica molecular se utilizó una rutina simpléctica de cuarto orden
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[54] para integrar las ecuaciones de movimiento, dada por

pop = 2 ∗ ∗0,3333333333333333

den = 2− pop

c1 = 1/(2den)

c2 = (1− pop)c1

c3 = c2

c4 = c1

d1 = 1/den

d2 = −pop/den

d3 = d1

d4 = 0

hc(1) = c1h

hc(2) = c2h

hc(3) = c3h

hc(4) = c4h

hd(1) = d1h

hd(2) = d2h

hd(3) = d3h

hd(4) = d4h

Dinámica de Vlasov

La resolución numérica de la ecuación de Vlasov sigue siendo un campo de

investigación activo, a pesar de que sus fundamentos se establecieron en 1976

(Cheng y Knorr).

Para resolver la ecuación de Vlasov del modelo d-HMF, se utilizó el programa

vmf90 de Pierre de Buyl [63]. Este programa utiliza el algoritmo semi-lagrangiano,
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junto con la interpolación cúbica de ranura.

Algoritmo semi-lagrangiano: Fue propuesto por Cheng y Knor [72] en Pro-

porciona una forma de resolver numéricamente una ecuación de advección para los

datos almacenados en una malla. En lugar de usar ecuaciones de diferencias finitas,

la solución se encuentra siguiendo la trayectoria de la cantidad transportada hacia

atrś en el tiempo. El algoritmo semi Lagrangiano para la ecuación de Vlasov se

describe en [62]. Reproducimos aquí los pasos del algoritmo para mayor claridad.

f s+1(θ, p) = f s
(
θ −∆t

(
p+

1

2
F ∗(θ̄)

)
, p−∆tF ∗(θ̄)

)
, (2)

donde θ̄ = θ − p∆t/2 y F ∗ es la fuerza de campo medio y f s = f(θ, p, s∆t).

Ecuación de advección: Para resolver la ecuación de Vlasov, utilizamos el algo-

ritmo de división de tiempo introducido en el trabajo de Cheng y Knorr (Cheng

y Knorr, 1976). Solo un problema de advección unidimensional debe ser resuelto

en esta situación.

La advección 1D con un campo de velocidad constante dice:

c
∂f

∂x
+
∂f

∂t
= 0. (3)

Considerando el problema en una grilla fija, una forma simple de resolver numéri-

camente este problema es un esquema explícito de diferencia finita. Entoncesdis-

cretizando la ecuación de advección tenemos,

c
f si − f si−1

∆x
+
f s+1
i − f si

∆t
= 0, (4)

donde f si = f(xi, s∆t), con xi = x0 + i∆x, i ∈ [1, Nx] Como estas diferencias

presentan problemas ya que son fuertemente disipativas, se utilizará el método de

interpolación cúbica de ranura.

La implementación del algoritmo es la siguiente,

1. Advección en la variable θ, medio paso de tiempo, esto es,

f ∗(θi − pm) = f s(θi − pm∆t/2, pm).

74



2. Cálculo de la fuerza para f ∗.

3. Advección en la dirección p, un paso de tiempo, esto es,

f ∗∗(θi − pm) = f ∗(θi, pm − F ∗(θi)∆t).

4. Advección en la dirección θ, medio paso de tiempo, esto es,

f s+1(θi − pm) = f ∗∗(θi − pm∆t/2, pm).

Cada uno de estos pasos se realiza para toda la malla antes de pasar a la

siguiente. Se dice que este método, que involucra una malla fija y trayectorias a lo

largo de las características hacia atrás en el tiempo, es semi-lagrangiano.

Interpolación cúbica de ranura: consiste en utilizar un polinomio de grado

3 para interpolar los puntos que están fuera de la malla. La interpolación solo

necesita ser unidimensional, ya sea en el espacio θ o en el espacio p, simplificando

el procedimiento numérico. Las ranuras cúbicas se utilizan comúnmente en simula-

ciones de plasma, pero existen otros algoritmos de advección que pueden mejorar

las propiedades de conservación o monotonicidad, según la situación.
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