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Equations en diviseurs

PATRICK LETENDRE

Résumé

Soit d(n) C N1ensemble des 7(n) diviseurs de n. On généralise une méthode
de Tenenbaum et de la Breteche pour ’étude de ’ensemble d(n). En particulier,
on arrive a montrer que

{(dy,da,ds) € d(n)?: dy + dy = d3}| < 7(n)?>~°
avec 6 = 0.045072.

Abstract

Let d(n) C N be the set of the 7(n) divisors of n. We generalize a method
of Tenenbaum and de la Breteche for the study of the set d(n). Among other
things, we establish that

{(dy,da, ds3) € d(n)? : dy +do = d3}| < 7(n)*°
with ¢ = 0.045072.
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1 Introduction et notation

Désignons par 1 = t; < ty < -+ < tr4) = n la suite croissante des divi-
seurs d’un entier générique n. Désignons aussi I'ensemble de ces diviseurs par d(n).
Dans [13], une nouvelle classe de fonctions arithmétiques fut introduite pour étudier
d(n). En particulier, des estimés pour les quantités |{d € d(n) : d(d+ 1) | n}| et
{1 < i < 71(n): (t,tiy1) = 1}| ont été obtenus. Dans [3], ces résultats ont été
significativement affinés en une théorie satisfaisante pour ladite classe de fonctions.
Certaines des fonctions concernées avaient déja un historique dans la littérature, voir
notamment [5] et [7]. Aussi, dans [4] et [9], des résultats complémentaires, spécialisés
sur les diviseurs qui sont des valeurs prisent par un polynome fixé, sont obtenus
par des méthodes différentes. Dans cet article, on se propose de généraliser la classe
des fonctions arithmétiques considérées, notablement en considérant des j-uplets de
diviseurs copremiers.

Définissons les fonctions

kin) = Y 1=]JGv+1).

di|n pY|n
7::17"'7‘
pged(diy ,diy)=1
(i1#42)
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Ainsi, £1(n) est tout simplement la fonction 7(n). On dira qu’un ensemble U C d(n)?
est régulier si pour chaque j-uplet (di,...,d;) € U on a pged(d;,,d;,) = 1 pour
chaque 1 < i3 < i3 < j. En particulier on a toujours |U| < x;(n). Une application
gjn = U, — d(n) définie sur un certain ensemble U, C d(n)’ régulier est dite k-
réguliere si pour chaque (di,...,d;) € U, on a pged(gjn(dy,....d;),d;) = 1 pour
chaque 1 = 1,...,j et si les deux conditions suivantes sont satisfaites.

1. Pour chaque 1 < ¢ < j et chaque choix de dy,...,d;—1,dit1,...,d; et d fixé, le
nombre de solutions x a I’équation

gj,n(dh .. .,di_l,x,dﬂ_l, ce ,dj) =d

avec (dy,...,di—1,2,ditq,...,d;) € U, est d’au plus k.
2. Pour chaque 1 < i < j et chaque choix de dy,...,di—1,di11,...,d; et d fixé, le
nombre de solutions z a 1’équation

Sng,n(dh c. ,di_l,x,diﬂ, c. ,dj) =d

avec (dy,...,d;i_1,%,d;1q,...,d;) € Uy est d’au plus k.

On considére simplement que 'application g;,, sur chaque j-uplet de d(u)? \ U, est
non définie. Nous désignons alors la classe &; des fonctions arithmétiques Fj ;(n) du

type
Fjr(n) = U]

pour une application g, k-réguliere. Aussi, suivant [3], on définit

E;r(n) == max |Fji(n)|.

Fi €€k

Dans certaines circonstances on va aussi vouloir ajouter une troisieme condition.

3. Pour chaque 1 <4y < iy < j et chaque choix de dy,...,d;y—1,diy41,- - dig—1,

diy41, - --,d;,d et d fixé on a que le nombre de solutions (z;,z2) au systeme
gj,n(dla ey dil—la €1, dil-i-la ey dig—la X2, dig-i—la ceey d]) = d
T1T9 = d/

avec (dy,...,dy—1,21,diy 11, . dig—1,%2,diyt1, . .., d;) € U, est d’au plus k.
On dira alors que g;,, est fortement k-réguliere. Il faut que j > 2 pour que la condition
3 soit non trivial. Pour mettre 'emphase sur I’ensemble des fonctions fortement k-
régulieres, on va simplement écrire respectivement £, et E7,(n) pour Ianalogue de
respectivement & et Ej (n).
On va fréquemment utiliser les fonctions arithmétiques

w(n) == Zl, Qn) = Zv et Qo(n):= sz.

pln pYlIn p|n

Remarquons que de I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a /€Qs(n) > 2n)

w(n)’



2 Résultats principaux
Théoréme 1. (a) Soit j > 1 un entier fité. On définit la constante

( 252 o 27 N 3j+1 o 3j+1
GHDRI+D) %+l G+)Ej+1) 2+1
= fﬁ(j)/log(jjtl) (voir le Lemme ).

o = )/10g(j +1)

Pour tout entiern > 1, on a
Eji(n) < krig(n)'=%.
(b) Soient n > 1 un entier et § := 0.045072. Alors
Es(n) < krig(n)—0.

Théoréme 2. (a) Soit n > 1 un entier libre de carré. Alors

. RN
Ern) < k(255)7
i+2
(b) Pour tout n > 1, nous avons
Eja(n) < k [T (GG + 1)07).

p?lIn

Le prochain résultat concerne 'énergie additive des diviseurs de n définie par
(2.1) E(d(n)) := |{(dy,ds, d3,dy) € d(n)* : di + dy = d3 + dy}|.

L’énergie multiplicative de d(n) est trés bien comprise; voir le Théoreme 1.4 de [12].
Ce n’est pas tres étonnant étant donné la structure multiplicative des éléments de
d(n). Par contre, I’énergie additive est plus difficile a aborder. Il existe un argument
heuristique bien connu (voir [6] et [11]) qui, lorsque adapté & notre situation, nous
laisse croire que peut-étre

E(d(n)) = 27(n)* + O(7(n) exp(w(n)*/**))

pour tout € > 0, lorsque w(n) tends vers I'infini. Les meilleurs résultats connus four-
nissent un terme d’erreur O(7(n)C“(™) pour une certaine constante C' plutot large.
Le Théoréme 3 de [§] nous donne la constante C' = (23° - 9)27.

Théoréme 3. (a) Soit n > 1 un entier libre de carré. On a

E(d(n)) < (7.8784716)“",



(b) Soit n > 2 un entier. On a
E(dn)) €« ——.
V()

Corollaire 1. Soient n > 1 un entier et § la constante introduite aw Théoreme [1b.
Alors

(22) |{(d1, ds, dg) S d(n)3 sdy+dy = d3}| < T(n)2_6.
Le Corollaire 2] généralise le Corollaire 2.1 de [3].

Corollaire 2. Fizons j > 1. Pour tout n > 1 nous avons

krj(n)

Corollaire 3. Soit n > 1 un entier libre de carré. Considérons la fonction

G(m) = |{(d1,d2,d3) € d(n)3 cdy +dy = ds + m}|

Ej,k(n) <

Alors
G(m) < (3.969502)“™

uniformément en m.

3 Résultats préliminaires

Ecrivons la factorisation de I'entier n en nombres premiers distincts sous la forme
_ v Vio(n)
n_pl '.'pw(n)
ol ¥(n) = (vV1,...,V@m)) satisfait v; > -+ > v,0,). Une telle écriture n’est pas
nécessairement unique, mais le vecteur v(n) est uniquement défini.

Lemme 1. Soient j,k,n > 1 des entiers. La valeur de E; (n) ne dépend que du
vecteur v(n).

Démonstration. Soit m un autre entier pour lequel v(m) = v(n). Soit g, une appli-
cation k-réguliere qui réalise F}x(n) = E;x(n). Ecrivons

Vw(n) Vw(n)

Pour chaque diviseur d de n de la forme d = p]* - - p:f(is) avec 0 < ~; < v; on dénote

par d Dentier qt - ql“(’r(s) On peut ainsi définir la fonction

gj7m(d“1’ e ,CZj) = gj,n(dlv ey d])

On vérifie que g, satisfait les conditions voulues et on trouve E;;(n) < E,;i(m).
L’autre sens se fait de la méme fagon et le résultat s’en suit. O
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Lemme 2. Soient m,n > 1 deux entiers copremiers. Alors
Ej,kl (n>Ej,k2 (m> < Ej7k1k2 (nm)

Démonstration. Soient respectivement g;, et g;, des applications qui réalisent res-
pectivement Fjy, (n) = E;; (n) et Fjp,(m) = Eji,(m). Pour chaque (di,...,d;) €

Ug,.. et (e1,...,¢;) € Uy, on définit
gj,nm(dlel, ey djej) = gj,n(dh cey dj)gj,m(el, cey €j).
On vérifie alors que g; ,m est kikg-réguliere et le résultat en découle. O

Lemme 3. Soit j > 1 fixé. Supposons que pour tous k,n > 1 on ait
Ejy(n) < Ckn(n)

pour une certaine fonction multiplicative n qui ne dépend que de v(n) et une certaine
constante C' > 1. Alors, on a

Ejk(n) < kn(n).

Démonstration. On utilise le Lemme [l pour trouver N —1 entiers n; tous deux-a-deux
copremiers, copremiers avec n, avec le méme vecteur v et qui satisfont

Ejr(n) = Ejr(ni) = - = Ejp(ny-1).

Du Lemme [2 on trouve

N-1
E}(n) = Eju(n) [] Einlno)
i=1
S EijN(TLTLl cee 7’LN_1)
< Cl{;Nn(nnl SenN_1)

CENnN (n).

On déduit que Ejx(n) < CYNkn(n) et le résultat suit en laissant N tendre vers
I'infini. O

Remarque 1. Les Lemmelll [2 et[3 restent vrais pour E7 ;. (n).
Lemme 4. Pour chaque réel a € [0,1) on considére les fonctions

T 1 axr+1

=—(1- 1
fal@) ( a)x+1og1—a+x+1

logax+1 (z>0)

et
ax+1_l alr—1)+1

11—« 8 1l -«

log

Alors on a



(i) fa(0)=0;

(it) La fonction L=

logz+1
(7i1) On aly(x) > fo(x) pour tout x> 1.

est strictement croissante pour x > 0 pour chaque a € (0,1) ;

Démonstration. (i) est une vérification évidente. Pour démontrer (ii), on procede
comme suit.

e On considere la fonction

bi(a,z) := (x + 1)*(log(z + 1))2%%.

On veut montrer que by («, z) est strictement positive pour tout > 0. On vérifie
que by («,0) = 0.

e On considere alors la fonction

bo(a,z) := (x + 1)(ax + 1)%1)1(@, x).

On veut montrer que by («, ) est strictement positive pour tout z > 0. On vérifie
que by(,0) = 0.

e On vérifie que

d
%b2(aa ZE')

est strictement positif pour tout o € (0, 1) en évaluant le dernier facteur en o = 0
et en vérifiant que sa dérivé est positive.

= —(1—a)(a+log(l — a))

z=0

e On vérifie que
d2
@52 (o, )

est strictement positif pour tout o € (0, 1).

= —2a(1 — a)log(l — «)

=0

e On vérifie que
d? 202%(1 — a)

%bﬂa’ %) = (x+1)(ax+1)

est strictement positif pour tout a € (0,1) et > 0.

fa(x)
log(z+1)

pour z > 0 pour chaque « € (0,1). Pour démontrer (iii), on commence par définir la
fonction

En remontant la chaine d’étapes on déduit que est strictement croissante

q(o, ) == la(x) = falz) (z=1)
et on suit les étapes suivantes.

e On vérifie d’abord que ¢(«, 1) = 0.



e On considere alors la fonction

q(a,z) = (r+1)*(az + D(a(z — 1) + 1)% (o, 7).

On veut montrer que ¢;(«, ) est positive pour & > 1 pour tout o € [0,1). On
vérifie que

q1(a,1) =2(a+1)(log(a+ 1) — log(1l — a) — 2a)
est positif pour chaque a € [0,1) en évaluant le dernier facteur en o« = 0 et en
vérifiant que sa dérivé est positive.

e On considere ensuite la fonction
d

¢ (a, ) := %ql(a, T).

On vérifie que

¢ (a,1) = 2a(a +2) (log(a +1) —log(l — ) — a4f2>

est positif pour chaque a € [0, 1) de la méme fagon qu’a I’étape précédente.
e On considere maintenant la fonction
() = gl (o).
dx

On vérifie que

est positif pour chaque a € [0, 1) encore de la méme fagon.
e On considere finalement la fonction
d
i(0.3) = gl(a.)
203 (20 + a + 2)
(ax +1)2

1.

et x
En remontant la chaine des étapes on déduit que [,(x) «(x) pour z > 1 pour
chaque a € [0,1). O

qui est visiblement positive pour tout « € [0, 1) >
> f.

Lemme 5. Pour tous s >0et1<p3<2o0na

s

D @Ri+1) < (s+ 1)

=0



Démonstration. On procede par induction. Pour s = 0 c’est évident. Pour I'étape
d’induction, on considere la fonction
1)8 = 2P
0(z) = E+1)P—a”
(2x +1)5-1
Il est suffisant d’établir que #(s) > 0 pour s > 1. On a #(0) = 0 et

(z+ 1)1 —2F~1
(22 4 1)5-1

(x+1)F — 2
(20 4+1)8

0'(zx) =p —2(8-1)

et donc ¢(0) =2 — 3 >0 et 6'(c0) = 0. On dérive une seconde fois pour trouver

P72 — (x4 1)
(22 + 1)PH]

0"(x) = —B(B—1)

qui satisfait visiblement 6”(x) < 0 pour 1 < § < 2 et z > 0. On déduit que ¢'(x) est
positive pour tout z > 0 et finalement que 6(x) est positive pour tout = > 0. O

La fonction Delta de Erdés-Hooley (voir [10]) est définie par

A(n) :==sup|{d|n: e" <d <"t}
u€R

Lemme 6. Pour tout n > 2, nous avons

Démonstration. Fixons nous un réel X et désignons par R,(X)={d|n: X <d <
2X}. Deux éléments distincts d; et dy de R, (X) ne peuvent pas se diviser, i.e. dy 1 ds.
Ainsi, selon le Theorem 1 de [2], |R,,(X)| est au plus égal au nombre de diviseurs d de

n qui satisfont Q(d) = L@J Du Theorem 2 de [1], on déduit que |R,(X)| < Té"z -
4/ 2e2(n

Le résultat découle alors de I'inégalité

o1 Y 1+ > oL

dln din dln
et <d<euwtl e <d<2e" 2e" <d<4e"

O

Remarque 2. [ est trés intéressant de remarquer que ce dernier lemme implique
que le nombre de solutions de l’équation

n=a® g (o) € 22, kEN)

est d’au plus <K k()

\/Qa(n)”



4 Démonstration des théoréemes

4.1 Démonstration du Théoréeme (1l

Suivant la méthode de démonstration du Théoreme 2a de [3], on considere une
fonction additive hy jn(p?) := uq j(v) olt p¥||n. On va comparer les valeurs de A ;. (ds)
(s=1,...,7) aleur moyenne

KR\
w2
=1,..., J
pgcd(d;y ,diy)=1
(il#iz)

_ Z Vg, (V)
ju+1-

p°lIn

Plus précisément, pour un choix fixé de A\; > 0 satisfaisant A\; +--- 4+ X; = 1, on va
comparer la forme linéaire Ajhq jn(di) + - -4+ Xjhajn(d;) avec A, j(n). On va choisir

la fonction h, ;, de fagon a concentrer le plus possible ses valeurs autour de A, ;(n).
On considere

Sy (n, @) := [{(du,...,d;) € d(n) : pged(ds,,di,) =1 (i1 # i2), %ha,j,n(dl dy) < (1—a)Aa,;(n)}

avec a € [0,1).
On peut alors écrire

Simo) <Y exp(a—a)Aa,j(n)—%ha,j,nul---dj))

d;i|n
i=1,...,5
pgcd(di, ,diy )=
(117512)
ua (v) 1+ jvexp(—ua,;(v)/j)
- (1— oV A | J )
exp(Z”: a) o1 + log o1
pY||n

On vérifie que le choix optimal est donné par la fonction

ajv +1
1—a’

(4.1) Uq,j(v) = jlog

ce qui nous conduit a 'inégalité

(4.2) S;(n,a) < kj(n) exp(— Z fa(jv))
p*In

ou

v ! +aa:+110 z+1
[0 .
l—a @ z+1 %




On se tourne maintenant vers S} (n, o, 3,7) out

i) = i d) < d(n)f' - pged(d;, diy) = 1 (i # i),
s n(dl) rhay, n(d2 -d;)
> (1+ B)Ayi(n)}.
La fonction Ay j, est déja connue et on écrit
+ ha,',n(dl) Tha,',n(d2 d) _ )
Tmeprn s (TG0t 1T, 1 OAasm)
pgcdl(d1 “c.i,g )=1
(11#12)
1+ vexp(1eei®y 4 (j — 1w exp(feil) —
(4.3) = J(n)exp<z log PUIrG—D jv—il PlirG-nr’) 1+ 8) ]Zz,j_(l)>
pIn
Ce qui motive la définition de la fonction
. 1+ vexp(%) +(G—-1w exp(%) jvlog 22Ut
6(7)70%6,]77”) ':_log ]1}—|—1 -|—(1_|_ﬁ)7
f(x7a7ﬁ7j7r)

pour laquelle on va vouloir établir une minoration de pour x > 1 lorsque

a€l0,1),r>0et je N sont fixés.

log(jz+1)

4.1.1 Complétion de la démonstration du Théoréme [Iha
Considérons la fonction l,(z) := &(x/j, o, i, 7, 1), i€
() = (I+a)r, ar+1 a(:c—l)—l—l.

1 —1
r+1 T o ©8 1 -«

Selon (7i7) du Lemme [ la fonction g(a, x) = lo(x) — fo(z) est positive pour z > 1

et a € [0,1). Ainsi,

Sf(n,a,a,1) < exp( Zl jU)

p¥[In
(4.4) < i) esp(= 3 faliv)).
p¥[n
Pour conclure la démonstration, on considére une fonction k-réguliere g;, pour
laquelle F)j x(n) = E;x(n). On choisit alors o = et on remarque que pour chaque

2j+1 o

j-uplet compté par Fj(n) on a ou bien hw,n(dl -d;)/j ou un des
1 dy---d;gin(dy, ... d; , ,

Ly ,jn( 1 jgj,d( 1 J)) (Zzl,---,])

qui est au plus (1—a) A, ;(n) ou bien sinon on a hy j,(dy - - - dj—1(djgjn(dr, ..., d;)))/J
qui est au moins (1 + a)A, j(n). Comme g,, est k-réguliere on déduit que

Ej(n) < (7 + 1)k + 1)r;(n) '~
des inégalités (A.2) et (4.4)) et du Lemme @l (77). Le résultat découle du Lemme [3

10



4.1.2 Complétion de la démonstration du Théoréme [Ib

Dans le cas olt j = 2 on va exploiter 'argument d’avantage. On choisit les pa-
rametres

2471

1+7r

a = 0.2288541994, r :=0.692466598 et [ := (1-—a)-—1.

On vérifie alors que f,(2)/log(3) > 0.045072(= ¢) et donc (4.2)) devient
Sy (n,a) < fiz(n)' ™
du Lemme @ (¢7). De méme, on va montrer que
(4.5) E(v,a,5,2,7r)/log(2v+ 1) > 4§
pour chaque v > 1 ce qui entraine que
Sy (n,a, B,r) < Kg(n)'=°
de (43)).

En supposant I'inégalité (4.0), le reste de 'argument est semblable a celui plus
haut. Précisément, on bien un des

ha,2,n(d1d2) ha,2,n(dlg2,n(d17d2)) ot ha,2,n(d2g2,n(dlud2))
2 ’ 2 2

est au plus (1 — a)A, 2(n) ou sinon un des

ha,2,n(d192,n(d1,d2)) 4 Tha,z,n(dz) ou ha,z,n(d2g2,n(d1,d2)) 4 Tha,2,n(d1)

I+r I+r I+r I+r
est au moins 2 (1 — o) Ay 2(n). Comme gy, est k-réguliere on trouve

Esr(n) < (4k + 1)&2(71)1_5

et le résultat découle du Lemme [3

I1 reste seulement & établir (4.5). On commence par vérifier que I'inégalité tient
pour chaque v < 1000000 avec un ordinateur. Pour v > 1000000, on majore le
numérateur du terme dans le premier logarithme par 0.11994463-(2v-1)2181707220906701759

(le premier exponentiel domine) et on minore le terme dans le second logarithme par
0.29677163413447 - (2v + 1). On trouve alors une minoration de

0.63
0.0450722 + ——— > 1000000
* log(2v + 1) (v )

d’ou le résultat.
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4.2 Démonstration du Théoréeme 2a

Pour tout choix de diviseurs dy, . . ., d; pour lesquels g; ,(d1, . . ., d;) est bien définie,
on définit le diviseur e implicitement par
(46) n =: d1 cee djgj,n(dla cey dj)e.
On vérifie que chaque choix de j diviseurs parmi les j + 2 dans ce dernier produit
permet de résoudre le systeme complet dy, ..., d;, e avec au plus k solutions. Un de
ces choix est formé d’au plus J;"% nombres premiers. Comme il y a j° facons d’écrire

un entier formé de ¢ nombres premiers comme un produit de j entiers, on déduit que

w < k(1) 2 ()

i Jw(n)
0<Z<1T

Pour obtenir la deuxieme ligne de la premiere, on a d’abord calculé le ratio de deux
termes consécutifs dans la somme. On a alors obtenu l'inégalité a I'aide d'une série
géométrique et de la formule de Stirling. Ainsi, le résultat suit de la Remarque [II

Remarque 3. On peut établir le méme résultat pour E;(n) dans le cas j =1 et 2.
Pour j =1, c’est simplement le Théoréme[dla et donc on suppose que j > 2 dans ce
qui suit. Pour j > 3 l'argument fonctionne, mazis il fournit une constante plus grande.
En effet, suivant la méme notation, on va distinguer deuz cas dont les contributions
vont étre notées Ej(lk)(n) et Ej(zk) (n) respectivement. Soit ]Jﬁ <, < j]ﬁ a choisir plus
tard. Dans le premier cas, on a ou bien w(dy ---d;) < 8;w(n) ou bien

pour un certain i = 1,...,j. Dans ce cas, comme il y a j* facons d’écrire un entier
formé de 1 nombres premiers comme un produit de j entiers, on déduit que

. wn)\

) < G 3 (),
0<i<8jw(n)

k 5% w(n)

< .

w(n) (9‘%‘(1 _ 9j)1—6j>

J

Dans le second cas, on a

pour au moins un it = 1,...,7. Soit ig une de ces valeurs, on a aussi

u)(dl s djgj,;(dl, cee d])

)>@mm

0

12



D’une facon semblable a plus haut, on peut écrire

B <0 Y Y () )6-

i>0;w(n) s>0;w(n)/j

< /i 3 () (o)

- e @:Ezmpgm <“ )y
< S5 ) (' R“)o e

<

( (j— 1) )w(N).
\/W(n) (0;/9)05/307 (1 — 0; — 0;/5)=0s=03/

Ainsi, le résultat suit du Lemmel[3. On observe que pour j = 2 le choix optimal est
92 =5

4.3 Démonstration du Théoreme 2b

On utilise la fonction

telle que définie dans [3]. On a alors

T(dy) - T(dj)T(gjn(d, ..., d;)) > T(n)

et donc il y a un choix de j des termes de gauche qui ont leur produit plus grand que
T(n)77. Comme gjn est k-réguliere, on a

gk +1
Eijx(n) < — Y T(dy)---T(dy)
T(n) it d;|n
1=1,...,7
PQCd(dll dzg)
(i1#£i2)
= (jk+1) JJ (G + 1))
pY||n
et le résultat suit du Lemme [l

Remarque 4. [l est intéressant de remarquer que

G+ 1wt <jo+l  (GEN, v>2).
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4.4 Démonstration du Théoreme 3Bha

L’argument s’articule autour de l'identité

:ZZU(e,m)2

eln m=>1

ol
Ule,m) := [{(d1,ds) € d(n)?| dy + dy = me, pged(me,n) = e}|.

On commence par borner le nombre de solutions (dy,ds) € d(n)? pour lesquels d; +
dy = me pour un certain m > 1 ou pged(me,n) = e. Supposons que pged(dy, dy) = d
et donc d | e. On a alors

d = pgcd(dy, dy) = pged(dy, me — dy) = pged(dy, me) = pged(dy, e) = pged(dy, e)
et on en déduit que 4, 2 | 2 avec pged(%, %) = 1. Il y a donc au plus 2 ky(n/e)
telles solutions, i.e.

(4.7) ZU e,m) < 3*™ <§> (e).

On a aussi besoin d'une majoration de U (e, m) pour une valeur de m fixée. Comme
plus haut, on reprend avec pged(dy, ds) = d, Cg,df 2 et pgcd(%l, %2) = 1. On déduit
que pour m fixé on a 4 (me — 4} | 2 of donc le Théoreme 2a de 3 [3] entraine qu’il y a

d\ d d
d1 10g3 1—c)w(e)

au plus 2°("/¢) solutions & avec ¢ =
d log 2
pour d; en tout, i.e.

n/e) choix

— 2. On a donc au plus 2ew(n)+(

(48) U(e,m) < 2cw(n)+(1—c)w(e)'

Pour une certain parametre n a choisir plus tard on a

Z ZU(€7m>2 < Z 20w(n+(1 c)w( ZU e m

eln m2>1 eln m>1

w(e)=(1=n)w(n) w(e)=(1=n)w(n)

22—0 w(e)
3. 9¢ w(n)( )
> 32905

eln

w(e)z(1=nw(n)

IN

de (@) et (L8). Pour les petites valeurs de w(e) on écrit simplement

Z ZU(e,m)2 < max ~ 2()HI=ew( ZZU (e,m)

eln
eln m2>1 w(e)<(1—n)w(n) eln m>1

w(e)<(A—nw(n)
— max 2(2+c)w(n)+(1—c)w(e) )
eln

w(e)<(1=n)w(n)
On choisit alors n := 0.2702949686 . . . et le résultat s’en suit.
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4.5 Démonstration du Théoréme [3b

Considérons la fonction 7,(m) définie par
rn(m) = |{(d1,d2) c d(n)2 cdy+dy = m}\
Il est suffisant d’établir la majortion

7(n)

Tn (m) < T(n)

uniformément en m. Comme on doit avoir % < max(d;,dz) < m — 1 pour chaque
couple (dy,ds) compté par r,(m) et que ce maximum fixe au plus 2 solutions, on
déduit cette derniere inégalité du Lemme Gl

5 Démonstration des corollaires

5.1 Démonstration du Corollaire (1

On commence par partitionner les solutions selon d := pgcd(dy, dy). En écrivant
d; = 4 pour i = 1,2,3, on trouve I'équation d; + dy = dj o chaque d} € d(n/d) et
chaque diviseur est copremier avec chacun des deux autres. On peut donc appliquer le
Théoreme [Ib a I'entier n/d avec la fonction go ,,/4(d}, dy) = d} 4 dfy qui est 1-réguliere.
On déduit que, pour chaque d fixé, le nombre de solutions est d’au plus xy(n/d)'~°
et ainsi le nombre total de solutions est d’au plus

Z Ka(n/d)' ™" = H (1+ Fa(p) 0 4 - K2(pv)l—6)

dn *ln

< H (v+1)*° = 7(n)?™.

p¥In
On a utilisé le Lemme [B] & la deuxieme ligne.

Remarque 5. Il est intéressant de remarquer que la fonction go,q(d', dy), telle que
définie précédemment, est aussi fortement 2-réguliere. Ainsi, le Théoreme[da donne
2(1 + 23/2)%() dans le cas o n est libre de carré. Comme ici j = 2, la Remarque
donne tout de méme (1 4 23/2)(),

5.2 Démonstration du Corollaire 2|

On commence avec une remarque préliminaire. Considérons la fonction V(n)
définie par

V(n) := maxwv.
plln
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Soient p un nombre premier pour lequel p”'™||n et gjn une fonction k-réguliere qui
réalise F;x(n) = E;,(n). Pour chaque (dy,...,d;) € Uy, on a ou bien que p{dy - -d,
ou bien que

dl cee djgj,n(dl, ceey d])

p1 0
pour un ¢ = 1,...,7. On en déduit que
(Jk + 1) (n)
5.1 E; A A A
On est maintenant prét pour 'argument. Si w(n) > (s;fgi%’ alors le résultat

découle du Théoreme [Th. Aussi, si il y a au moins j + 1 nombres premiers p distincts
pour lesquels p®||n avec v > Q(n)Y U+ alors le résultat découle du Théoreme Bb. On
peut donc supposer qu’on a ni I'une ni I'autre de ces deux propriétés et on écrit alors

Vi(n) < Q(n) iV (n) + w(n)Q(n) 0+

<
< jV(n) 4+ 0(Q(n)IV 1log Q(n)),

i.e. V(n) < Q(n) et le résultat découle de (B.1).

5.3 Démonstration du Corollaire [3

On considere la fonction

Wa(0) == e(0d)

din

oll e(x) := 2™, On a alors
1
G(m) = / W2(0)W,,(0)e(—mo)do
0

< /1\W3(9)Wn(9)}d9.

On conclut en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz et le Théoreme [3h.

6 Conclusion

On peut utiliser le Théoreme [Ib pour borner le nombre de solutions qu’a I’équation
dydy = d3+1 en entiers (dy, da, d3) € d(n)3. Il suffit de procéder essentiellement comme
on a fait au Corollaire [Tlen partitionnant les solutions selon le pged(dy, ds) ; on trouve
la méme réponse. C’est un exemple qui nous a guidé dans les débuts de ce projet.

Un exemple de nature différente est donné par les fonctions go,,(t;,t;) = ¢ it et

Gon(ti, ;) = tliti | qui sont respectivement 1 et 2-réguliere. Ce n’est pas sans rappeler
2
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la fonction g ,(t;) = t;41 qui est implicitement mentionnée dans 'introduction. On
peut décrire un exemple général en choisissant pour g;, un polynome approprié¢ de

Z[.ﬁ(fl, Ce ,Ij].
Il est possible d’étendre davantage les résultats en considérant un ensemble de plu-
sieurs fonctions gi jn, g2.jn, - - - simultanément qui satisfont une certaine généralisation

du concept de régularité.
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